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PREFAZIONE. 



Nel trattare questioni di matematica applicata occorre sovente 
di dover discutere e risolvere equazioni numeriche di grado supe- 
riore al secondo. I procedimenti diversi, indicati dagli ordinari .trat- 
' tati d'algebra, per raggiungere questo scopo, non Vanno esenti da 
difficoltà, che, se non sembrano gravi quando si considerano le que- 
stioni in astratto e si accenna in massima ai metodi, diventano 
quasi insuperabili quando si deve lottare contro le accidentalità nu- 
meriche che presentano i casi particolari. Cosi prima di poter giun- 
gere alla questione tanto complessa della separazione delie radici 
reali, converrebbe in generale far procedere la ricerca e l'eliminazione 
tanto delle radici commensurabili, quanto delle uguali, per le quali 
ultime sarebbe necessario il lunghissimo calcolo del massimo comun 
divisore; tale lavoro preparatorio poi dovrebbe farsi mentre in gene- 
rale se ne presentirebbe l'inutilità; giacché sarà- affatto eccezionale il 
caso di equazioni, riferentisi a problemi di fìsica, di meccanica, di co- 
struzioni, ecc., che ammettano radici commensurabili od uguali. Allo 
scopo di sbarazzarsi di tutto questo, si può in alcuni casi, schi- 
vando qualsiasi difficoltà, ricorrere ad un metodo speditivo, del quale 
ho fatto notare talune applicazioni in un opuscolo intitolato: 1 ter- 
mini di correzione in alcuni problemi di matematica applicata? al 
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2 Prefazione. 

quale rimando il lettore.* Pur tuttavia con questo metodo — il quale 
d' altronde non è generale" — resta pur sempre insoluto il problema 
della discussione completa della equazione che può aversi tra mani ; 
ed è nel desiderio di offrire ai cultori delle scienze applicate un'li- 
bro breve che potesse guidare in ricerche siffatte, che io m'accinsi a 
questo lavoro. 

Tale essendo lo scopo prefissomi, è naturale che io dovessi- — 
pure attingendo idee all'opera immortale di Lagrange, che, a mezzo 
dell* equazione ai quadrati delle differenze, considera il problema 
nella sua generalità e fornisce metodi senza eccezione ih astratto, 
ma di insuperabile lunghezza nei casi pratici; — pur consultando i 
numerosi trattati di algebra complementare, fra i quali ve ne ha cer- 
tamente di eccellenti, ma in cui questa questione della risoluzione 
delle equazioni è forse mescolata troppo con altre ed occupa un 
posto secondario; — dovessi, dico, ricorrere specialmente a libri, che 
presentassero questo di caratteristico, di. essere stati fatti da autori 
i quali, studiosi della matematica applicata, si fossero trovati nella 
necessità di risolvere equazioni che loro effettivamente portavano in- 
nanzi le questioni pratiche. Di autori siffatti io citerò due: New- 
ton e Fourier, i quali entrambi studiarono i fenomeni della natura, 
entrambi risolsero equazioni presentate loro da questo studio, e scris- 
sero per un bisogno realmente sentito; del che portano scolpita 
l'impronta le loro opere immortali. — Dunque, non una equazione 
combinata a disegno e proposta come esercizio per rifare in ordine 
inverso, discutendola, la via già battuta prima nel comporla; ma 
l' equazione colle difficoltà numeriche che può presentare nei casi 
pratici; ecco il punto di partenza di questo libro: — la discussione 
completa ed immediata della medesima con metodi brevi, certi, 
invariabili; eccone lo scopo. 

È. evidente intanto che questo lavoro per sua natura doveva 
precisamente essere l'antitesi d' una raccolta o d'una collezione; do- 
veva, anziché esporre tutto quanto si è fatto riguardo al soggetto 
trattato e mostrare una erudizione inopportuna qui, essere piuttosto 
la scelta fra ciò che si è fatto di quanto venisse giudicato stretta- - 
mente necessario allo scopo, collegandolo in un insieme breve, le 
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cui parti armonizzassero fra loro, nel quale' si conciliassero assoluto 
rigore matematico- nella trattazione della materia, semplicità nelle 
dimostrazioni, chiarezza nei metodi, applicabilità immediata dei 
medesimi, e non si perdesse di vista giammai lo scopo aritmetico 
prefisso. — Ed è quanto ho tentato di fare. 

A parte l' indirizzo pratico di questo lavoro e il metodo se- 
guito, rispetto ai quali confido ognuno vorrà considerare il mede- 
simo come originale, — quanto possa trovarvisi dì assolutamente 
nuovo potrà avvertire solamente quel lettore, che ponga a con- 
fronto il lavoro medesimo con altri che trattino di questo sog- 
getto. Senza intendere di esporre al riguardò le mie pretese, le 
quali potrebbero forse sembrare eccessive, mi permetterò di notare 
nell'indice generale seguente con un asterisco quelle parti, sulle quali 
chiamo specialmente l'attenzione del lettore, e mi permetto qui in 
via sintetica di accennare ai punti fondamentali del libro, e cioè : 

— al concetto di limitazione per la radice, che compare già nella 
definizione e che accompagna in tutta l'opera; — alla regala newto- 
niana sui limiti generali, portata fino alle estreme sue conseguenze; 

— ad una geometria analitica delle curve ad equazione intiera e 
- razionale, la quale, oltre all' essere feconda di risultati per lo scopo 

prefisso, è base allo studio delle leggi dei fenomeni naturali; giac- 
ché essa si occupa di quelle curve speciali, le quali bene spesso 
s'incontrano nello studio medesimo, e. per altra parte non sono di 
proposito trattate nella geometria analitica ordinaria, che si aggira 
quasi esclusivamente sulle còniche; — al metodo della separazione 
delle radici e a quello dell'isolamento; — alla equazione ausiliaria 
proposta pel caso eccezionale delle radici uguali. 

Il numero dei teoremi in questo lavoro è ristretto a quelli 
puramente necessari!; talché sulle prime a taluno potrà recar sor- 
présa la mancanza di alcuni di essi, che; entrano convenzionalmente 
nei trattati d'algebra complementare; i procedimenti aritmetici sono 
in quella vece largamente trattati e discussi; è dato vasto campo 
agli algoritmi; trovansi agevolate e dirette le operazioni; per si- 
stema pochissimo resta affidato alla memoria, tutto allo spirito del 
metodo. Pare quasi inutile lo accennare che quanto questo lavoro 
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4 Prefazione. 

è sobrio nella teorìa, altrettanto è diffuso nelle applicazioni; delle 
quali si troverà in esso maggior numero di quanto a prima vista 
potrebbesi giudicare dalla sua mole. Per rendere più interessanti le 
medesime si sono scelte bene spesso in guisa, che servissero non 
solo ad illustrazione, ma valessero eziandio a complemento delle re- 
gol* esposte, offrissero qualche nuovo punto di vista,' conducessero a 
qualche risultato speciale. Nasce da ciò che male si argomenterebbe 
di raggiungere lo scopo del libro, — di rendersi cioè famigliari i pre- 
cetti esposti, e farsi una abitudine di essi, — chi, impensierito- dal- 
l' entità e dalla copia dei computi, non tenesse dietro alle appli- 
cazioni numeriche, non le sviluppasse accuratamente, non comple- 
1 tasse quelle parti delle medesime solamente accennate nel testo, e 
non tracciasse le linee, di cui il testo non indica se non il modo di 
costruzione. Certo — ed è bene che lo studioso lo sappia sin da 
principio — affinchè egli possa ritrarre da questo libro l' utilità che 
io me ne riprometto, non bastano la lettura e la meditazione, è ne- 
cessario eziandio il lavoro tanto aritmetico, quanto grafico; ma 
del resto, superata questa fatica, egli possederà appieno il metodo 
di discussione, scopo precipuo dell' opera, e si sarà poi assai fami- 
gliarìzzato col metodo delle costruzioni grafiche, di cui si fa oggi 
tanto uso, e tanto utilmente, nello studio delle scienze naturali per 
rappresentare i fenomeni e dedurne le leggi. 

Desidero d'aver fatto un libro utile e nel quale non manchi 
affatto quello spirito aritmetico, che tanto distingue le opere dei no- 
stri maestri e in forza del quale le verità matematiche passano dalla 
regione elevata della teoria al campo fecondo della pratica. Questa 
•è l'unica mia ambizione; e se sarò riuscito nel mio intento, e se 
•quest'opera verrà giudicata degna di favorevole accoglienza, proverò 
un conforto più che sufficiente alla gravissima fatica durata. 
Aprile 1876. 
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CAPITOLO PRIMO. 

Polinomio, cìaschedun termine del quale è il prodotto di un nu- 
mero intiero o frazionario per una potenza intiera e positiva di 
una stessa lettera x. 



Sostituzione nel polinomio precedente di un numero reale o com- 
plesso alla lettera x; — il polinomio dicesi funzione intiera e ra- 
zionale delta lettera x, ed indicasi con 

/w. ?<*)..•■■ 

Risultati /(a) ed ,/(*+ H) } nei quali a. è *in numero ed H una 
lettera: derivate 

Differenza /(a -f- &) — /{*} nel caso di H piccolissimo. 
* Legge di continuità per la funzione /(*). 

CAPITOLO SECONDO. 

Alcune sostituzioni, fatte nel capitolo precedente, porgono l'oppor- 
tunità di definire la condizione 

/M=oì 

ossia l' equazione numerica intiera e razionale ad una incognita. 
Fra i casi particolari di numeri, che soddisfano alla condizione pre- 
cedente, si considera quello dei due numeri complessi coniugati 
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8 Argomenti principati trattati in questo.tiÒro. 

Sì dimostra il teorema fondamentale relativo ai risultati ottenuti colla 

sostituzione di due numeri diversi ad x in /(■*).' 
Si studia il caso di una equazione di grado impari e quello d' una 

equazione di grado pari con ultimo coefficiente negativo, 

* Si discute l' equazione 

x 3 — 2x — 5 = 0: 
si prova che essa ha una sola radice positiva ; — si verificano 
diverse limitazioni per la medesima. 

* Numero reale p che annulla / (•*), ossia che è radice della equa- 

zione/"^) = O; sua misura nella limitazione 
r<?<R. 

* Si riprende l' equazione - 

*' — 2x — 5 = o; 
e si verificano delle limitazioni pei numeri complessi che la sod-. 
disfano. 

* Numeri complessi, t + t *', che annullano f (x), ossia che sono ra- 

dici dell'equazione /(■*) = O: loro misura nelle limitazioni, i cui 
termini sono: 

■ i'+ti.;.s+ n. 

Divisibilità di / (x) per x — p o per x — (<j -\- T i) se p e <r -j- t i sono 
radici di /■(-*} = ©, come in generale debba intendersi questa 
divisibilità. 

Esempii della divisibilità precedente, nel caso di radici commensu- 
rabili (reali o complesse). 

Conseguenza della divisibilità precedente e cioè: corrispondenza fra 
le radici reali _ • 

P. f'. f"> ■ ■ ■ 
di/(*)=o e i fattori di l° grado 

fra le radici complesse 

o ± t' i, . . . 
e i fattori di secondo grado 

(*-*)■ + *<■,...: 
numero delle radici di /(*) =.o, rispetto al grado. 
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capitolo terSo. 

Nello studio delle radici dell'equazione f{x) = o si può ammettere 
cne essa sia mancante di radici nulle. 

Basta considerare le radici positive dell' equazione /(*) =o f e dr 

una trasformata F {*) = o, immediatamente ottenibile da quella 

per avere tutte le radici di/(.*)=o. 
Caso in cui i coefficienti di f{x) in/(*) =o hanno tutti lo stesso 

segno; — l'equazione non ha radici positive. 
Caso in cui la successione dei segni nei coefficienti di /(*) presenta 

un solo cambiamento (una sola variazione); — l'equazione 

, ' /M = o 

ha necessariamente una ed una sola radice positiva. 

Caso in cui la successione dei segni nei coefficienti di f[x) presenta 
più cambiamenti (più variazioni); — l'equazione f[x)=o può 
avere radici positive, ma in numero non maggiore del numero 
dei cambiamenti di segno (regola di Descartes). 

Esistono quantisivogliòno numeri come + L e — L', tali che nel- 
l'intervallo ( — D ... L) trovansi comprese tutte le radici reali di 

,/W-Oi 
tali numeri diconsi limiti generali delle radici. 

Ricerca d'un numero/.; — regola del coefficiente negativo più granfa. 

Ricerca di un numero L; — regola dei numeri uguali opposti ai coef- 
ficienti negativi di /(*) divisi per la somma dei positivi che pre- 
cedono. 

Ricerca d'un numero L; — regola newtoniana. 

* Il numero -j- L, ottenuto con una delle due prime regole prece- 
denti soddisfa alla regola newtoniana, che può considerarsi come 
il vero teorema pei limiti generali. - 

*Modo dì far uso delle tre regole precedenti. 

Si presenta la necessità di regole aritmetiche, atte ad agevolare l' ap- 
plicazione dei principii esposti. 
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CAF1T0L0 QUARTO.^ 

Resto della divisione dÌ/(*} per x — a. 
Algoritmo [A] pel calcolo di/(x). 

* Algoritmo [A,] pel calcolo dì /(*), /.{*!), /(*"),.•'• 

* Algoritmo [A t ] pel calcolo di / I — ) • 

* Algoritmo [A,] pel calcolo di /(£], /(— ). /(—].••• 
Algoritmo [B] pel calcolo di /(*), -/'(*). -^ /"(*)>■■■ 

* Algoritmo [*J pel calcolo di >(|], f/'(|) , Jj/.'g),... 

* Come l' algoritmo [i?] relativo ai numeri 

serva a rendere rapidissimamente applicabile la regola newto- 
niana dei limiti generali: — numerosi esercizi!. 

* Come il computo dei numeri /(a); — f (*); f" (a); . . . 

serva al calcolo dei risultati f{% -\- H), in cui H è variabile. 
*Come l'osservazione precedente conduca ad un metodo {metodo 
dei tentativi di sostituzione) che serve a serrare rapidamente l'in- 
tervallo, pel quale è compresa una sola radice di/(*) = o; — 
caso, delle equazioni 
** -f ** -f- $3-* — 2X* — $x — 1=0 *» -|- 2 * 5 + 3 * — 7 = 0. 

* Algoritmo per dedurre i risultati 

/(* + #), /'(*+#). /"(«+*).:.. 

dai numeri 

■/w, /■(»). /"(«),••■ 

* Può dirsi trattato completamente il caso di una equazione 

/M=<>; 

la quale ha una sola radice positiva o una sola negativa; caso 

Dsitizeo^GoOglC 
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— ! - y — — — 

che si volle notato in modo speciale, giacché s'incontra in molti 
problemi di scienza applicata — esempi: — resta insoluto U 
problema, nel caso di più variazioni nella successioni di/(*) q 
di F{x), ossia nel caso generale; perciò si ricorre alla rappresen- 
tazione grafica del polinomio /(.*}. 



CAPITOLO QUINTO. 

Il punto rappresentato sul piano per mezzo di coordinate cartesiane, 
— assi — , convenzione sui segni dei segmenti rettilinei (fig. i e 2). 

* Espressione della distanza fra due punti situati su parallele agli 

assi — espressione della distanza fra due punti comunque collo- > 
cari sul piano, ecc. (fig. 3, 4, 5). 

CAPITOLO SESTO. 

Il più semplice dei polinomii studiati in questo lavoro, ax-{-_è, rap- 
presentato sul' piano ; ossia luogo geometrico di equazione 
y = a* + è (fig. 6). ■ 

* Significato precìso delle due costanti a e- b nella relazione 

y = a* + b (fig.;). 
Disegno di rette, date le loro equazioni; — ■ equazioni di rette che 
soddisfano a due condizioni ; ■ — * punto d' incontro di due 
rette, ecc. (fig. 8, 9, IO). 

CAPITOLO SETTIMO. 

* Punti e seganti del luogo geometrico rappresentato dalla equazione 

y = — *«+* + 2 (fig. 11). 

* Punti e seganti del luogo rappresentato dalla equazione 

y= x ~~ \— 2*+i (fig. 12}. 

* Punti e seganti del luogo rappresentato dalla equazione 

y=^z J r^r + x — 3 (ng. 13). 
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CAPITOLO OTTAVO. 

Punti e seganti del luogo geometrico rappresentato darra condizione 
generale 

y^/(x) = a xm-{-6x»*- i 4-.. . 

* Tre punti Jf, M, M" del luogo 

non possono, in generale, trovarsi su una medesima segante, 
quando le rispettive loro distanze sono abbastanza piccole (fig. 14) 

*Come delle due seganti M' M, M M" che hanno entrambe in 
comune colla curva il punto M, si passi alla retta detta tangente 
alla curva; — equazione di questa retta (fig. là^*). 

* Posizione rispettiva dell'arco, della tangente, dell'asse x; — come 

si raggruppino insieme Ì diversi casi possìbili; concavità e con- 
vessità, caratteri analitici corrispondenti (fig. 15, 15*'*, l6, i6 w "). 
Caso particolare della tangente parallela all'asse x: 



"Caso particolare in cui il punto di tangenza cade sull'asse x. 

Punti di inflessione (fig. 17}. 

* Hanno le medesime ascisse i punti di inflessione della linea 

e i punti massimi e minimi della 

— conseguenze; — illustrazioni geometriche (fig. 18 e 19). 
Andamento del luogo 

y =/(*)'■ 

CAPITOLO NONO. * 
? Discussione del luogo 

y~— *' + * + 2. 
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* Discussione del luogo 








* Discussione del luogo 

y = 


y = 

3 


*■ + * + 

2 X 
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I. 


* Discussione del luogo 
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— 3 


+?+■■ 


— 5- 


* Discussione del luogo 








y = 


-.2X* 


-5** + * 


■ — i . 



* Discussione del luogo 

y = x*-) r x*-\--x* — % x —i. 

* Discussione del luogo 

yz= — X*—-X 3 +x t + ?2-x 5-, 

■'lì 2 ' ' 6 12 

"* Discussione del luogo 

y = x s — io «■ + 6 Jtr + I . 

Conclusioni generali; — la reciproca del teorema fondamentale e vera, 
esclusone un caso solo, ecc. 

Conclusioni relative al problema della separazione delle radici; — le 
sole costruzioni grafiche non bastano e la risoluzione del pro- 
blema deve cercarsi in esse e nei principi! analitici. 

1 , CAPITOLO DECIMO. 

Affinchè dei due numeri L ed L it di cui L^>L„ il primo soddisfi 

alla •condizione, newtoniana dei limiti generali, il secondo no, è 

sufficiente che fra i risultati 

/ 

/{Li, f^'(A), 7 i 7 /"(iJ..-- 
ve ne sia uno negativo; — conseguenze. 

* Idee fondamentali che servono di punto di partenza alla separa- 

zióne delle radici dì /(*) = o. 

* Separazione delle radici nella equazione 

*» — 2x — 5 =o; 
— metodo delle due tangenti (fig. 20 e 21). 
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* Separazione delle radici nella equazione: 

x 3 — *' + 2 x — 3 = o {fig. 22). 

* Separazione delle radici nella equazione 

8* 1 — h* + 7 = o. 

* Discussione dell'equazione 

** + 3 *■ — 2 X + I -= o. 

* Separazione delle radici nella equazione 

* 4 — 3^-f 5*'-2=o (fig. 23). 
a Discussione della equazione 

2 *« — ** + 5 x l — 7 # + 2 = o. .- 

* Separazione delle radici nella equazione 

a- 8 — z*-\-2x 4 — 53 + 1=0. 

* Riassunto del metodo seguito negli esempli precedenti per proce- 

dere alla separazione delle radici (fig. 24}. 

* Isolamento delle radici. 

* Studio della equazione 

** — 3 £ s + 1* + 2 -= o, 
sotto il punto di vista dell'isolamento. 

* Isolamento delle radici nell' equazione ■ 

a? — 2 a s _ 3 z * _|_ 4 x t _ 5 a, _j_ 6 _ 

CAPITOLO UNDECIMO. 

* Limite di Newton e • limite di Fourier, particolari a ciascheduna 

radice (fig. 25, 26, 27, 28). 

* Ricerca di limitazioni successive; e^condizioni per l'applicabilità 

del metodo d'approssimazione (fig. 29, 39, 31', 32), . 

* La radice reale, p, della equazione 

x s — 2x~ 5=0 
vale , t • 

p = 2, 094 551 481 5... . 

* La radice negativa, p, della equazione 

8x 3 — 43 + 5=0 
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vale 

p=*— 1,0472757... 

*La radice positiva p dell'equazione 

B B + 2JC* + (E* — 9, 12363; — 4,5618 = 

vale 

p = 1, 438 1694 . . . 

* L'unica radice reale p dell'equazione ■ 

i 3 t s — 2 x l + 5 # — 1=0 

vale 

p = 0,212 286 102 18 .. . 

* Riassunto del metodo di approssimazione. 



CAPITOLO DECIMOSECONDO. 



Discussione della equazione 

- x* -{-0,67 .x* — 0,59. x + o,n =0' 
Studio della separazione delle radici per la equazione 
z* — 4* 3 + 8 x~\-4. = o; 
■-— radici uguali; — equazione ausiliaria 
V[x) = 0, 
* Teorema generale sulle ràdici uguali ; — separazione ed isolamento 
■ in questo caso; — illustrazioni geometriche (fig. 33). 
Conclusione. 
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LE EQUAZIONI NUMERICHE 



INTIERE E RAZIONALI AD UNA INCOGNITA. 
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CAPITOLO PRIMO. 



Si consideri una somma di termini, ciascheduno dei quali sia 
il prodotto di un numero reale, intiero o frazionario, di segno de- 
terminato positivo o negativo, per una potenza, ad esponente reale, 
intiero positivo o nullo, di una lettera x; si riuniscano in un solo tutti 
i termini che contengono la lettera x collo stesso esponente, effet- 
tuando le opportune riduzioni sui numeri, coefficienti dei medesimi; 
e si ordini il risultato secondo le potenze discendenti di questa let- 
tera: — si arriva cosi in generale al polinomio: 

ax* +òar~- 1 +cx~- '+... -\-jx*+kx-\-l; 

nel quale m {numero intiero e positivo} è 1' esponente più alto della 
x {il grado del polinomio); x>, l'esponente più basso; a, b, c,...j, 
h, l sono numeri reali intieri o frazionari (i coefficienti del polinomio). 
Nei casi particolari, il polinomio formato a questo modo può man- 
care di alcuni termini contenenti potenze della lettera x intermedie 
tra l'emmesima e la o, ed allora si dice che esso è incompleto; 
mentre Io si chiama completo, nel caso in cui tutte le - potenze in- 
termedie suddette vi sono contenute. 
Cosi: l.° Sommando i termini 

x \ -i 9* ! J — * s ; — £*N — 2*»j 3**; 0,2*; — ~; 
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ciascheduno dei quali uguaglia il prodotto di un numera reale in- 
tero o frazionario per una potenza, ad esponente intiero positivo o 
nullo, della lettera x, — si ottiene il polinomio 

7*»-ì» •_* + ),.+ 1,2, + lj 

4 7 

di quinto grado, giacché il massimo esponente della lettera x è 5 ; 
completo, giacché in esso non manca alcuna delle potenze di x in- 
termedie fra la quinta e la o; e in cui i coefficienti sono i numeri 

I 4 

7; --, -.i 3; .,*; -■ 

2.° Sommando i termini 

— 5-**; 3; — 8*; x*\ 2X*- 2x; — 2; 6x 
e facendo le convenienti riduzioni, sì ottiene il polinomio ; 

*'— 3^+1 
di quarto grado, incompleto, i cui coefficienti sono i numeri 

i; — 3> i. 

3. La espressione 

*? — x*y/a +*.7i — 3, 

nella quale entrano per coefficienti dei numeri, come \fà e 17 = 
rapporto della circonferenza al diametro, che sono reali bensì, ma 
che non possono essere misurati esattamente da intieri o da frazioni , 
e debbono venir limitati fra frazioni tanto vicine quanto si vuole — , 
si trasforma in un polinomio della stessa natura di quello prece- 
dentemente definito; allorquando, per poter far uso praticamente 
della medesima, è necessario sostituire ai numeri incommensurabili, 
che essa contiene, valori approssimati espressi con apposite frazioni, 
a ciascheduna delle quali venga attribuito un segno determinato ed 
unico, togliendo per questa guisa l' ambiguità del doppio segno, che 
per avventura potessero presentare alcuni dei numeri incommensu- 
rabili dati (yT nell' esempio attuale). Cosi l'espressione, di cui è 
caso, si tramuta nell'altra 

x* — 1,415 . ** + 3,'I4I . x— 3, 

che è un polinomio della stéssa natura di quello definito, qnando, 
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ricorrendo alle limitazioni - _, 

— i,4iS< — V3 <— I.4I4; 3.i4i<^<3.i4i2 

si scelgano per y^3 (a cui s'attribuisce il segno — ) e per w ì limiti 
minori. 

È bene notare qui una cosa, la 'quale tornerà spesso utile in 
seguito; che cioè può sempre considerarsi come completo un poli- 
nomio che non lo sìa, intendendo sostituiti ai termini che mancano 
termini aventi le stesse potenze di x di questi mancanti, e il coeffi- 
ciente ± o. Cosi invece del polinomio incompleto 

x * — 3 * + 1 
può scriversi il completo 

x* ± o.x 3 — 3 x * ± O. x -\- I ; 

il doppio segno nei termini aggiunti non porta qui alcuna ambiguità 
sul valor complessivo del polinomio, giacché ciascheduno dei ter- 
mini medesimi è identicamente = o. 

Se, nel polinomio precedentemente definito 

a x- + b x7~' + **—■-+ . ... +j *» + kx + /, 

alla lettera x si sostituisce il numero reale a, di segno determinato, 
positivo o negativo, o il numero complesso fi -{- y* i (in cui p e */ 
hanno segni determinati positivi o negativi), il polinomio medesimo 
trasformasi in un numero reale o complesso determinato ed unico; 
giacché, per quanto si è detto, nessun coefficiente del polinomio ha 
doppio segno, e nelle sostituzioni, di cui é caso, occorrono esclusi- 
vamente moltiplicazioni e somme, le quali conducono a risultati 
unici, di segno determinato positivo o negativo, fra cui va annove- 
rato lo zero, ma non l'oo. 
Cosi; r.° Il polinomio 

2 #■ — 4x* — 2*4-1 

nel caso di # = — 3; — 2; — 1; Oj i; 2; 3 si trasforma nei 
numeri 

— 83; —27; ^3; 1; —3; —3; +13: 

e ì risultati di queste sostituzioni possono indicarsi cosi : 
(2^ — 4*' — 2*+i)_ s = — 83 
(2^ — 4 x* — 2 x -f- i)„ = 1 ; ecc. 
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Si trova eziandio: 



U 



■)-=- i f 



Parimenti il polinomio x 3 -\- 7 x -f- 9, per # = numero com- 
plesso 1 + * o suo coniugato I — *', si riduce a 14 + 9» o al nu- 
mero coniugato 14 — 9 i. 

2." Dal polinomio 

** — 4** — 72*— SS 



per 

dal polinomio 

per . 

da 

per 

da 

x" - 
per 



x= 11; 

27 * s — 135*' +52 

* = 2:3; 

.*» — 7*4"^ 

*— 1; 2; —3; 

1 — 2,3 A* + 5 #* — 22,5* — 12,5 

= — 0,5 od x = S, 



si ottiene sempre il risultato O: e lo stesso risultato si ottiene ezian- 
dio da 

* 3 — ■ 5 ** + 8 * — 6 



per 
e da 



x .=y, i +»; 1 — *; 

«■ _6*< + 13 x* + 3 a»— 18* + 39. 

x = 3 — 2 /'; 3 + 2 *'; ecc. 
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Il polinomio precedentemente definito, a*" -\-bx~~ 1 ~\- . . . , 
che si trasforma in numeri differenti pei differenti valori assegnati 
ad x, dicesi una funzione della lettera x, e più precisamente, — 
avuto riguardo alla natura delle potenze'di questa lettera contenute 
in esso — , una funzione intiera e razionale della lettera x. 

Per indicare poi uno qualsiasi dei polinomi], abbracciati tutti 
nella espressione generale a *" + ò *"~ * -{- . . . , indipendentemente 
dal suo grado, dal numero dei suoi termini, dal valore numerico 
de' suoi coefficienti, sì adopera la notazione /(*) (funzione di x, lég. 
gasi effe x), in cui è detto solo, che il polinomio contiene una certa 
lettera x, alla quale può attribuirsi ijuel valore numerico che si vuole 
(o come dicesi anche una variabile. x). 

Il numero in cui trasformasi /(*) quando vi si faccia 

x = x od x = $ + y'.i 

indicasi naturalmente con / (>) ° /" (P -hy' : cosicché, ricorrendo 
ad alcuni esempii precedenti, se / è 



si ha 
se è 
si ha 
se è 



/(I +0 = 14 + 9/: 

f(x)=x» — 4 *" — 72 *— SS. 

/(n)-o: 

7(^ = ^-3^+^ + 2, 

Jl\ 1817 . 



Alla notazione /(0 si attribuisce però *un valore particolare, 
cioè f{x) si assume a rappresentare un certo polinomio di dato 
grado, dì dati coefficienti, ecc., solamente, quando, dovendosi in uno 
stesso calcolo considerare contemporaneamente più polinomi!, la preci- 
sione esige che si abbia una notazione speciale per ciascheduno di 
essi; cosicché, indicatone uno con/(^), gli altri debbano rappresen- 
tarsi con notazioni diverse, come : 
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Ad esempio, designato conf(x) il polinomio; 

X 6 -\- X* + X 4 — X 9 — 2X* — 2X — 2 

che equivale a 

(*■ +!)(*• -2) {«+■), 

ciascheduno di questi tre fattori, deve avere una notazione speciale 
e così, per esempio, il primo la notazione y [x), il secondo la fy (x), 
il terzo la 6 (x), e si può allora scrivere 

/<*)=?(*)■+(*)■»(*)■ 

i Se nel polinomio incompleto /(■*) = p x*, dove a è l' esponente 
intiero della lettera * e / il corniciente numerico, si sostituiscono 
alla lettera medesima .successivamente il numero reale positivo o 
negativo a e la somma, a -\- H, di questo numero reale con una let- 
tera H, si ottengono i due risultati 

f{°.)=p.°> f[* + H)=p.[* + H)-; 
la cui differenza è 

/(* + ,&) -/(*)=#[(« + tf )<-«■] : 
e siccome q è intiero, cosi sviluppando colla forinola del binomio 

— — •?■?*■* l + 777-?(?— i). /* f ~ a + .-. 

+ 77jy^?(?— i) (?~ 2) -^ a'"' + ■ ■ • 

La legge, secondo la quale si possono ottenere i numeri che molti- 
' plicano le frazioni 



non è altra cosa se non la legge di formazione dei comincienti nello 
sviluppo della potenza del binomio, astrazione fatta dai denomina- 

- ' si deduce dalla fun- 



p3?, 

portando l'esponente q a moltiplicatore del /; diminuendo l'espo- 
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nente della lettera x di una unità; 

e sostituendo % ad x in questo risultato : — il coefficiente di , os- 
sia q [q — i).^a a-s , si ottiene allo stesso modo dalla espressione 
trovata dianzi 

portando il (q — i) a fattore del coefficiente, abbassando l' esponente 

della lettera di una unità ; 

q(q-l).px*- 3 

e sostituendo a ad x in questo risultato, — il coefficiente di , 

12. 3 

ossia q{g — i){q — 2).pa. t ~', si ottiene allo stesso modo dalla 
espressione trovata 

? ( ? — l).px*- % \ 

portando cioè il {q — -a) a fattore del coefficiente, abbassando l' e- 
sponente di x di una unità; 

q { q —l)( q — 2).px*-> 

e sostituendo -j. ad x in questo risultato, ecc; la serie finisce da sé 
con un ultimo termine contenente la lettera x coli' esponente o. 
Cosi se si vuole la differenza che passa fra i risultati ottenuti da 

/(*) = _£.*■, 

ponendovi invece di x successivamente i ed i -f- H, sì stabilisca il 
calcolo seguente: 

" ' 3 * \ 3 J» 3 

S . , 20 - / 20 ,\ 20 

* 3 3 \ 3 h ■ 3 



( — 20 a:* j = — 20 
20.^*"' = — 40 a; ( — 40*), = — 40 



— . x'-' — — 20 x* 
3 



I . 40 . x l ~ ' n — 40 ... — 40 ; 
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nel quale a sinistra sono contenute le espressioni generali tolla let- 
tera x e a destra i risultati della sostituzione dell'unità a questa let- 
tera. " ' 

Si deduce quindi tosto: 

5 H 20 H* H» H* . H* 

_ 20 40.— <"- - - -- 



3 1 3 1.2 I.2.3 " 1.2.3.4 



Se ora si considera il polinomio f(x) completo e nella sua 
espressione più generale 

, /(x) = a x' -\- è x~~' + e x" 1 - 1 -'r . . ., 

cìaschedun termine di esso può ritenersi come un caso particolare 
del polinomio incompleto p x*, e può dedursi da questo ponendovi 
successivamente, invece di / ciascun dei numeri a, b, e, . . . , e in- 
vece di q, ciascheduno degli altri m, m — I, m — 2, .' . . , 
Perciò la differenza /(« -f- H) — /(a) uguaglia necessariamente la 
somma di sviluppi analoghi ad 

— , ? . /«•->+_. q{q—l).p**-* 

+ I.2.3 •gfr— I ).(g — 2)./ *'-' + •'■• 

ed ottenibili da questo a mezzo delle diverse ipotesi, colle quali da 
px 1 si passa ad 

ax", boT' 1 , cx~~*,... . 

Hannosi cosi successivamente i risultati: 

H ' ■ m . ' , IP 

— . m . a x -i .mlm — Il . a a. 

. I ' I. 2 v ' 1 

+ TT7i ■*(»»— ("•—*>• * *""' + • • • 
-.{m— i).è*"~* + — .(«_ i)(«_- 2).**—» 

+ -—-(*- l)(«-2)(*-3). *«"-' + ■ •■ 
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— . (m — 2) ; e x 

1 y ' 1.2 

+ TTTJ ('" — 2 ) ('" — 3} ('« — 4) ^ *" " s + • ■ ■ 

e raccogliendo l fattori di 

t ' 1.2' 1.2.3'"' 
si trovano per essi le espressioni ' . 
m .a a""" 1 + (»» — i}£ a" - ' 
q-(,„-2).',«— + 

»(m-l).««— +(«-l){»-2).*«— 

+ (<» — 2) (»i — 3) . e «— ' + . . : 

»» (« — I) {m — 2) a a.— 1 -f- (m — 1) (m — 2) («* — 3) . 6 a— 

+ (m — 2) (m — 3) (« — 4) . « •— ;■ + . . , 



la prima delle quali può ottenersi, partendo da 

f{x) = ax- + 6x—' +t«— + ..., 

facendo per ogni termine del medesimo quanto si è fatto precedente- 
mente per passare da px* a g.px*~'; sommando i risultati, il che 
dà 

m.aaf^ 1 -\-{m — i) .b a;""* + {** — 2 ) ■*»""' + • • • (*) 

e ponendo poscia in questa espressione generate invece di x il nu- 

H* 

mero a: il fattore di ■ si trova effettuando su ciaschedun ter- 

' 1,2 

mine dell'espressione ora ottenuta (*) operazioni analoghe a quelle, 

per cui da q.px*' 1 si passava a q{q — i).px*~ ik , sommando i 

risultati, il che dà 

m(m — 1) .ax~~ 3 -\-(m — l) - ('« — 2)bx m "* 

+ { m -2){m-$.cx- i + ... t (**) 

e ponendo oc invece di x in questa espressione generale ; — il fattore 
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di sì ottiene facendo su ciascun termine del polinomio pre- 

1.2.3 ' 

cedente {**) quanto si fece per passare da q ( — 1) ./»«*"* a 

*(?—!)(? — a)./* ,_ \ 
sommando ì risultati il che dà 

m(m— i)£w — 2) .«""'+ («— i)(« — 2){» — 3) .òar~* 
+ (*_2)(«-3){»-4)^»"- + --- (***) 

e ponendo « in luogo di x va questa espressione; — . cosi dì se- 
guito sino alla fine. 

L'espressione generale (*), i cui termini si deducono da quelli 
di f(x) colla regola enunciata dicesi prima derivata di /(*) e si 
indica con /' {x) (leggasi effe prima x). 

L'espressione (**) i cui termini si deducono da quelli di /' (x) 
colla regola enunciata [la stessa a mezzo della quale i termini di 
f (x) deduconsi da quelli di _/"(#)] dicesi seconda derivata di f{x) 
ed indicasi con /" (x) (leggasi f seconda a;). 

L'espressione (***), i cui termini si deducono da quelli di 
f" ( x ) colla regola enunciata [la stessa a mezzo della quale Ì ter- 
mini di/'{») deduconsi da quelli di/{*)] dicesi terza derivata dì 
/(ar) ed indicasi con /'" (x) [leggasi effe terza ar], ecc., la ennesima de- 
rivata (« è "intermedio fra o ed m), dedotta dall' (n — t)esima colla 
stessa regola a mezzo della quale/' (x) deducesi da/ (2), si indica. 
con/'"' (*} [leggasi effe ennesima »]. 

Perciò la differenza /(« + H) —/(a) vale 

I Wl 1.2 - wn I.2.3'' w ~ ~ I.2...JT V '' 

Lo sviluppo contiene evidentemente tanti termini quante sono 
le derivate di/(;e); e il numero di queste è m, giacché, siccome, 
passando da una derivata alla successiva, il grado si abbassa di 
un'unità, cosi per la derivata emmesima il grado sarà m — m, 
ossia o, e da questo punto non sarà più possibile continuare il 
calcolo. 

Cosi se è dato 

/{«.)=**— £«■ + 2 * — i, 
e si domanda la differenza 

/(2+/0-/(2), 
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si ricorre al seguente calcolo: 

/'(*)_4*'-f*'+2 /'( 2 ) = ( 4 ^-|»'+2)=2: 

/"(*)= 12-*'— JI /"(2) = (I2I'_ 3*), = 42 

/>"(*)=24*-3 /"'(2) = (2 4 *-3),= 45 

/"M = 24 /"(2)---=24 



e si ha quindi: 



H' H> , H' 
■ r-45- h-24. 

I.2^^ J 1.2.3^ * I.2.3. 



1*1 



= 2g.H+2I.ff> + -ìff' + H' 
'Se nello sviluppo generale precedente, che puc 

f{* + X)-fi.4= / ^-.H+ / ^H> ■ 

+ 7T7ì + --- + i.2.3....n H +- 

« attribuiscono ad H valori abbastanza pìccoli, un termine qualsiasi 
Può diventare maggiore della somma di tutti quelli che lo seguono, 
ossia può essere soddisfatta la disuguaglianza 

1.2.3... M 1.2.3... l* + ^M.2.3...IW 

Infatti, se si indicano rispettivamente con 

^n, Rn + l, Rn + t ... Rm 
i numeri 

/<"'(*) . / I »+"(»I /*« + ■(») - /**'(■) ■ ' 

1.2.3...»' 1.2. 3. ..(« + !)' 1.2.3... I» + 2)'"" 1.3.3 — **' 

la disuguaglianza, cui sì vuole soddisfare, può scriversi: 

R„. ff»>Rn + i H"* 1 -{• R n +* .H"+ t + ...+R m .ff m . 

Ora se a ciascheduno dei numeri Rn+t, R n +t,... Rm, positivi 
o negativi, e in generale diversi fra loro, si sostituisce il maggiore 
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fra essi, R, e se si dimostrerà che è possibile di soddisfare alla dis- 
uguaglianza modificata da queste sostituzioni, ossia alla 

R n H»>R. J/" + i + R . //•«+* + .*. + *. /f«, 

sarà provato essere a fortìorì possibile di soddisfare alla proposta. 
La disuguaglianza modificata equivale a 

RnH n >RH»+l{l +H+ H* + ...+H>»-n-l), 
ossia a 



R n H»>R.H" + i 



\-^H 



i— H' 

alla quale conviene un valore di H più piccolo dell'unità e preci- 
samente 



Infatti per H<^\ la espressione. 

è positiva, e quindi a tanto maggior ragione si soddisferà all'ultima 
disuguaglianza, quando si soddisfaccia alla 









RnH*>R — 
i - 


-H' 


da 


cui, 


sopprimendo, 




i. d. 


Co 


1, se 


dato/(z) = 


'-!'' + • + 


, si vuole che, nella differenza 



H assuma, tale valore da far sì, che il termine 16 H superi la som- 
ma di -tutti quelli che vengono dopo, ogni numerò minor di 
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è in questo caso; per esempio 



Dal teorema precedente risulta pertanto che se H, in generale 
piccolissimo, è minore di 

ri') 



dove R è il più grande dei numeri , 

fi") , r» M . . 

1.2 ' r . 2, 3 '.' "' 

nella differenza /{■/. ~\- &■) — /(*) il primo termine H.f (?) supera' 
la somma di quelli che vengono dopo; talché la differenza istessa 
è un numero e minore di 2 Hf (*), ossia piccolissimo, giacché è 
tale H e per sua natura /' (») è determinato : — in conseguenza si 
corrispondono : una differenza piccolissima H fra due nùmeri posti 
.invece di x ed una piccolissima differenza e fra i due risultati tro- 
vati per/(:c): — in altre parole, se invece di x si sostituiscono due 
numeri, distinti fra loro, ma che differiscano meno di qualunque nu- 
mero assegnabile, per quanto piccolo questo possa pensarsi, sono 
precisamente nello stesso caso i risultati dèlie due sostituzioni. Po- 
sto questo, si immagini la serie dei numeri reali, compresi fra i due 
qualsiansi « ed a' {di cui a >■ a'), nella quale possa trovarsi lo o, 
non V oc. Essa contiene degli intieri, delle frazioni e dei numeri in- 
commensurabili, non misurati cioè esattamente né da intieri né da fra- 
zioni, ma limitati tra frazioni tanto vicine quanto si vuole: ed è 
chiaro che per poter abbracciare'tutti i termini possibili della me- 
desima (termini in numero infinitamente grande), bisogna ammettere 
che fra due vicini qualsiansi non abbia luogo interruzione di sorta, 
che si passi cioè dall'uno all'altro in ^rnodo continuo. Una serie sif- 
fatta sarebbe necessaria, ad esempio, quando si richiedessero tutte 
le distanze (in numero infinitamente grande), alle quali si trova sue- * 
cessivamente dal suolo il centro dì gravità di un corpo che cade, 
considerato in quel tratto di cammino, percorso dalla posizione 
distante a dal terreno a quella distante a': a tali distanze inter- 
medie, dall' una all' altra delle quali il detto centro passa in modo 
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continuo e successivo, dovrebbero corrispondere ranneri, dall'uno 
all'altro dei quali si passa pure in modo contìnuo e successivo; i 
numeri reali tutti insomma compresi fra « ed a'. Ora se si sup- 
pone x uguale successivamente a ciascheduno di questi numeri, ogni 
sostituzione tramuta /(a;) in un numero determinato, unico, .distinto 
da ciascheduno di quelli a cui conducono tutte le altre sostituzioni; 
ma però differente, meno di qualunque quantità assegnabile, da 
quelli ottenuti colle sostituzioni vicine; talché, abbracciando tutti i 
risultati siffatti si deve dire, che f{x) si trasforma cosi in una serie 
di termini (in numero infinitamente grande), dall'uno dei quali si 
passa al successivo in modo continuo; l'oo (segno di indetermina- 
zione) resta quindi di per sé escluso da questa serie, nella quale può 
però figurare lo zero. In questo consiste quanto chiamasi legge di 
continuità di / (ar), e suolsi enunciare cosi : variando x in modo con- 
tinuo" da vi ad a.', f{x) varia in modo continuo da f{x) ad f (*'). 
La funzione che si studia dicesi pertanto funzione continua della let- 
tera x. ' 1 

Siccome questa idea è capitale e costituisce il perno, attorno 
al quale s' aggira ciò che segue, cosi a completarla giova citare qui 
qualche espressione, che contenga la lettera x_ e dei numeri, ma 
che non sia soggetta alla legge di continuità. Per.esempio l'espres- 
sione: 

1 X ' X — I 

considerando i numeri compresi fra — i e a si vede subito che 
per x = 

— i, o, i, 2 

essa è 

*/s, indeterminata, indeterminata, 3 */*' 

cosicché variando x in modo continuo da — i a 2, l'espressione 
non varia in modo continuo "fra i /t e 3 '/»; agli intieri o ed I essa 
è indeterminata. — Parimenti l'espressione 



per x variabile in modo continuo dà o a 2, non varia in modo 
continuo, giacché per *=l è indeterminata, per x^> 1 è immagi- 



naria, ecc. 



È inutile l'osservare che /'(*). f" (#),... sono della stessa na- 
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tura di/[x) e quindi vanno soggetti, .non meno di questa, alla legge 
di continuità. 

Lo sviluppo 

/■(« + #)=/(«) + ff w + SLf (•) + , .'. 
■■•+ìrÈrs- / *" w +- : ' : 

che ha servito per condurre alla legge di continuità, sarà usato co- 
stantemente in seguito; notisi intanto qui che sì possono scrivere 
sviluppi analoghi per /' («e -\- H), /"(* -\-H),:..; e cioè: 



■ /<<(«+tf)=/>)+f./"'(«)+-j£ /-(«>+.. 

Sovente poi per brevità invece di 

/M (*) 

1.2.3...»-' » J 

si scrìverà 

-|-/ w w. 

[leggasi 1 diviso fattoriale » in /(•»'(«)]. 
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Fra gli esempi di sostituzione di un numero alla lettera x in 
/ [x), presentati al principio del capitolo precedente, quelli raccolti 
sotto l' indicazione 2, si riferiscono tutti al caso speciale, in cui il 
risultato della, sostituzione è zero. Cosi, ponendo invece di' x il nu- 
mero intiero il, il polinomio 

f{x)—x> — 4 *»_ 7 2*_ 55 
diventa 

/.(II)-OJ 

supposto x = numero complesso i -j- /', la funzione 

/{*) = *«_ 5^4.8^-6 



si trasforma 


in 




/<■+<)- 


0. 


Talché, se, 


poste 


le coedizioni 








*>- 


-4** — 72 x 
-i^ + tx- 


-S5=o 
-6 = 0, 



venisse richiesto quali numeri le verifichino, si dovrebbe rispon- 
dere che sono nel caso; il numero reale il per la prima, e il nu- 
mero complesso 1 -j- i per la 1 seconda. 
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Condizioni siffatte ed altre analoghe, abbracciate tutte nella 
generale : 

/ {x) = a x°* -f- òx**- 1 -\~ cx m ~* -j- ... =0 

chiamatisi equazioni numeriche intiere e razionali ad una incognita x ; 
grada delle medesime è il grado del polinomio f{x), che costitui- 
sce il loro primo membro: esse diconst complete od incomplete, se- 
condo che è completo od incompleto questo polinomio. Cosi la 
condizione • 

f(x) = ** — 7 a: + 6 = 

è una equazione algebrica razionale ad una incognita x, di" terzo 
grado, incompleta: soddisfano alla medesima i numeri 1: 2; 3; giac- 
ché 

/(l)=/(2)=/(J)~0: 
— la condizione 

f{x) = 27 x* — 135 «* + 52 = o 

■è una equazione algebrica ad una incognita x, intiera e razionale 

incomple 

giacché 



/l 



(|j— ( 2 7 **— 135 a;* + 52)» ^o: 



— U condizione 

/ ( X ) = *■ — 6 «* + 1 3 a* + 3 «• — 1 8 a: + 39 «= 

è una equazione algebrica, ad una incognita x, di quinto grado, in- 
tiera, razionale, completa; — il numero complèsso 3 -\- zi e il auo r 
coniugato 3 — zi soddisfano alla medesima, giacché 

/( 3 +20-/(3~20=o- 
È utile osservare qui, che quanto avviene riguardo a quest'ultimo 
polinomio 

/(■)-*• — 6»» + ..., 

annullato si dall'uno che dall'altro dei due numeri complessi coniu- 
gati 3 + 2*, 3 — zi, ha luogo in generale; che cioè, se si è veri- 
ficato che uno dei due numeri complessi 

M/i 
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soddisfa alla condizione 

f(x) = aX m -\-òx m - ì -\-... = o, 

può dirsi senz'altro che la medesima è soddisfatta anche dall'altro: 
talché se, per, esempio, risultò 

/(P+r'<) = °, 

sì concluderà addirittura che è nullo anche - 

/(P-t'O 

e reciprocamente. 

— Infatti, affinchè sia nullo 

/(P+T'').. 
è necessario che sìa tale lo sviluppo 

/ B+,^fl_,.4£_, T ..aB + ... i 

ottenuto, applicando ad /(f) -\- -f £) lo sviluppo dimostrato nel pre- 
cedente capitolo, ed avendo riguardo alla definizione della unità'im- 
magìnaria (i» = — I), e a quelle operazioni che ne sono la conse- 
guenza. 

Lo sviluppo precedente equivale a 

j /(P) ._ r ,../^ + ...J + ,j T ,.qL)_ r -.0| + ...j, 

che è un numero complesso e che non può essere zero, se non 
sono separatamente nulle le due parti del medesimo; giacché è 
assurdo, che la parte reale possa essere distrutta dalla immagi- 

Deve essere adunque': 

/(B-r-£?+....r» 
,[,.££-,.£»+ ...j-o, 

ossìa sottraendo 

ovvero 

/{p — y'O-o, e. d. d. 



È utile notare quanto chiaramente risulta dal ^processo di cal- 
colo sviluppato or ora, che cioè, se 



•omplessi coniugati, i risultati delle sostituzioni dei 
medesimi in f(x) sono essi pure due. numeri complessi coniugati ' 

P±Q'i. 

È necessario ora , lasciando gli esempì e le verifiche partico- 
lari, salire a considerazioni più generali rispetto a questo statole- 
cìale, o, pel quale può passare f{x), quando ad x si sostituiscano 
numeri reali o complessi. 

A ciò conduce il teorema seguente, che è una conseguenza im- 
mediata del principio di continuità, e che può chiamarsi il teore- 
ma fondamentale-: ' 

— Se due numeri reali X e fi, posti invece di x in f{x), con- 
ducono a due risultati f(X) ed /(fi) di segno opposto, fra X e [* e 
compreso necessariamente un numero reale che annulla f\x), ossia 
(he soddisfa alla condizione 

f(x) = o. 

Infatti, per fissare le idee, suppongasi f(k) negativo ed/ (p) po- 
sitivo; se si fe variare x in modo continuo da X a \x, f{x), pure 
varia in modo continuo dallo stato negativo /(À) al positivo f (<j)\ 
il che non potrebbe eviderftemente aver luogo se / (a;) non passasse 
almeno una volta per zero ; ossia se l' equazione / {x) = o non fosse 
soddisfatta almeno da uno dei numeri reali compresi fra X e [/.; 
■e. d. ri.; si è detto poi almeno, poiché evidentemeate / (x) potrebbe 
passare dallo -stato negativo f (X) al positivo / (p) anche annullan- 
dosi un numero dispari di volte; come ad esempio avverrebbe se 
ffa) di negativo che è prima, /(!), diventasse positivo, poscia ne- 
gativo di nuovo e positivo successivamente, sino a tramutarsi nel 
numero f fj/.) ; nel quale caso evidentemente i numeri che lo annul- 
lerebbero, compresi fra ~k e [/., sarebbero tre; ecc. 

Dal teorema superiore dipendono essenzialmente gli altri due: 

Ogni equazione di grado impari è soddisfatta necessariamente 
-da un numero reale; 

Ogni equazione di grado pari lo è necessariamente da due, 
nel caso in cui il suo ultimo coefficiente sia negativo. 

Alla dimostrazione di queste due proposizioni però occorre 
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premettere alcune osservazioni. — Si ricorra al procedimento che 
si tenne nel capitolo precedente e che condusse a concludere, come 
nello sviluppo • 

. . . + R n . H« + R H+i . #»+» + &,+■ ■ #«+* + .. - , 

ordinato secondo le potenze ascendenti della lettera H ed avente 
per coefficienti i numeri 

R&, Rn+i, Rn + t, 

possa un termine qualsiasi superare la somma di quelli che lo se- 
guono, quando H sia sufficientemente piccolo. 
È evidente, che siffatta conclusione sussiste indipendentemente 
dai valori particolari che nella dimostrazione citata avevano i coef- 
ficienti 

Rn, R n +t, ' R n + i, 

ed è da essa che si può tosto dedurre, come nel polinomio 

f{x) = ax™-\-6x m ->■-{•€ a»»-* +.../*' + £* + /. 

il termine a X"*, quando ad x si sostituisca un numero abbastanza 
grande, possa superare la somma degli altri m termini. Infatti, posto 



il polinomio f{x) diventa: -, < 

,(i\ M ^-g+ £*' + (*' + ... -\-j'g^- l ~\-kg>»-\-ljs m + l 

Ora per * = numero sufficientemente piccolo, a.', è, -pel teore- 
ma rammentato, 

ao.'>3 x' * -\- C x' * -{- .../«'*-* -\- £«'»> -j-/a'™-M 
e quindi 



a ' m+ I -^ 



e facendo —, = x, 

a a«> £«"<-» -|- tra»»- • + ... -{- k % +/. 
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Ma alla condizione, che «' sia un numero sufficientemente piccolo, 
corrisponde l'altra, che x sia sufficientemente grande; dunque è' 
vero: ecc. Inconseguenza il risultato /(a), ottenuto ponendo un 
numero siffatto « invece di x in f[x), ha Io stesso segno del primo 
tarmine aa. m , ossia del primo coefficiente a, giacché a. è positivo; 
e lo stesso avviene per qualunque altro numero positivo maggiore 
di «. 
Pongasi ora in f (x) invece di x uri numero negativo qualsiasi 

— S ; si ha 

/(-«) = „. (-8)»+ *.(- 8)»-. +,. (-5)— • + ... 

Ora quando m è pari, il primo termine di /( — 8), ossia at m , ha 
lo stesso segno di a, il secondo — 3Z tn ~ i ha segno contrario a è t 
ecc; ed avviene il contrario se « è dispari. Si deve quindi scri- 
vere, ponendo in evidenza i segni, 

se « è pari, /-(^ 8) = + («$•»— è &»>-i + c8>"-* — ...) 

se m è dispari, / (— 8) = — {a 8™ — b 8»»- 1 + c 8™- * — . . .), 

dove taluni dei coefficienti possono essere zero. Indicando con F{x) 
la funzione 

è chiaro che, in forza di quanto precede, si può trovare un numero 
positivo u, abbastanza grande, perchè in F(iù) il primo termine sia 
maggiore della somma di tutti quelli che seguono,- e lo stesso ab- 
bia luogo anche in ciascheduno dei risultati analoghi, ottenuti so- 
stituendo ad x numeri superiori ad o>. Ognuno dì siffatti risultati ha 
pertanto sempre lo stesso .segno; quello del primo termine, aa", 
ossia quello di a, giacché w"> è positivo: e siccome si ha 

/(— («) = F (u) se « è pari, 
ed 

/{— w) — — F[a), se « è dispari, 

cosi f {x) per x uguale ad un numero negativo — w e a tutti i nu- 
meri minori di questo presenterà lo stesso segno di a o segno op- 
posto ad a, "secondo che m sarà pari o dispari. 
Si è ora in grado di dimostrare i due teoremi su enunciati. -■ 

— Se / (x) è di grado dispari ed a e — <■> sono i due numeri, 
che soddisfano alla condizione precedente, /(«) ha il segno dii 
«;/( — w) .segno contrario ad a; ossia /(a) ed /( — a\ sona di 
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segno opposto ; cosicché fra — a ed « vi è necessariamente un nu- 
mero reale che annulla /{a:). Se/{x) è di grado pari ed a e — a» 
sono due numeri che soddisfano alle due condizioni precedenti, / (a) 
ha il segno di a; f (o) ha il segno di / [ultimo coefficiente in/(a;)] ; 
f{ — a) ha il segno di a; perciò se / è di segno contrario ad a, vi 
sono necessariamente due numeri reali fra — <■> e ■ f- a che annul- 
lano f{x): e. d. d. 

Se si applica quanto precede all'equazione di grado dìspari 

'/(l)=l , ~2I-5-O l 

deve dirsi che per la medesima esiste necessariamente un numero 
reale che la soddisfa, e che, siccome si ha 

/(2) 1 /( 3 ) = + i6, 

cosi pel teorema fondamentale trovasi nel caso un numero positivo, 
p, compreso fra 2 e 3. — 

È facile provare inoltre che di numeri reali positivi che an- 
nullano/^) esiste questo solo, p. Infatti, potendo l'equazione data 
scriversi «osi 



il numero p è tale, che posto invece di x nell' espressione 

-+£ 

conduce al risultato 

-, + '-. 

' P • P 

eguale all'unità. 

Ora siccome l' espressione suddetta in x contiene ■ questa lettera 
esclusivamente al denominatore ed ha coefficienti tutti positivi , 
cosi un numero positivo maggiore o minore di p, sostituito ad x 
nella medesima, condurrà ad un numero necessariamente minore o 
maggiore di quello che si ottenne colla sostituzione di p ad x, os- 
sia minore dell'unità: e in conseguenza, con tale sostituzione, non 
potrà più aver luogo l'identità del primo membro al secondo; ossia 
nessun membro positivo diverso da p annulla /(r), e. d. d. 
Questa unica radice positiva, p, è compresa fra 2 e 3, ossia per 
essa vale la limitazione negli intieri 
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Ma si verìfica facilmente anche : 

/(2,o) = — i /(V) : \-o,o6i , 

/(2,o9) = — 0,050671- ' f(2, io) = + 0,061 

'/(2.094) =± —0,006153 /(2,«95) = + 0,005007 

/(2,0945) = — 0,000574 / (2,0946) = + 0,000541, ecc., 

. « questi risultati, in forza del teorema fondamentale, autorizzano a 
scrìvere pel numero medesimo le altre limitazioni (nei decimi, nei 
centesimi, nei millesimi, nei decimillesimi): 

2 i°<P< 2 . 1 
2,09 -<p<; 2,10 
2,094<p< 2,095 
"\ 2,0945 <p< 2,0946, 

dalle quali risulta che, volendosi ad esempio la misura di p in cen- 
tesimi, si deve dire che essa è più di 2,09 e meno dì 2,10; in mil- 
lesimi, che essa è più di 2,094 e meno di 2,095, ecc. 
S'osservi qui intanto che mentre i numeri, fra cui p è compreso, 
vanno accostandosi senza limite, ossia mentre le differenze 

3 — 2 = 1 

2,1 — 2 = 0,1 
2,10 — 2,09 = 0,01 
2,095 — 2,OQ4 = O.OOI 

2,0946— 2,0943- = 0,0001 ( 

vanno man mano impicciolendosi, i risultati delle sostituzioni di 
questi numeri in /(*) (scritti superiormente) si avvicinano, illimitata» 
mente allo zero. 

Siano ora in generale 

r. A 



coppie di numeri reali, tali che le differenze 
R l — r i 
&'—n 
R* — n ■ 
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man mano decrescenti, diventino tanto piccole quanto si vuole, men- 
tre i risultati 

/Ir,) /(*,) 
/tri /(«) 
/W /(*) 



s'accostano senza lìmite allo zero; e venga provato che in questi 
intervalli rimane sempre compreso un numero p, pel quale f[x) si 
annulla, e per cui valgono le limitazioni 

Potrà accadere, che in una delle successive sostituzioni ad x dei nu- 
meri r ed R, per esempio in quella dì r, sì «ttenga.il risultato /(r) 
identicamente uguale a zero, allora p avrà una misura esatta, che 
sarà precisamente questo numero ri tale è il caso di alcune fra le 
verifiche esposte sul principio del presente capitolo. Ma più gene- 
ralmente avverrà, che per quanto sì proceda nelle sostituzioni, con 
numeri r ed R man mano differenti, si trovi pur sempre una limi- 
tazione 

in cui i limiti R e r, vicinissimi, rimangano diversi fra loro di tanto 
poco quanto sì vuole: sarà questo il caso generale in cui p sia un 
numero, la cui misura non possa essere espressa se non appressi- , 
mattamente (un numero come y/» t w, sen 13*, log 5, ecc.). Arre- 
standosi allora alla limitazione 

r<e<R, 

si potrà prendere per misura di p il numero N formato dalle cifre- 
comuni ad r e ad H e scrivere p = f?;.f{N) non sarà zero, ma 
• un numero piccolissimo, t,: e l'avere adottato per misura di p il nu- 
mero precedente equivarrà ad ammettere che nel valore di p è 
sufficiente l'approssimazione data dall'ultima cifra decimale di N, o- 
nel valore di /(p) tollerabile l'errore, che considera v, uguale ao. — 
Sì distingua qui nettamente il numero p dalla sua misura N: /(p) 
è uguale a zero ; ma ad asserire ciò, non si è condotti in generale, dal 
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concetto di verificazione, come avveniva in alcuni casi particolari: 
è un criterio diverso, (la legge di continuità, il teorema fondamen- 
tale) che assicura l'esistenza di tale numero; f{N) non è zero, e 
può darsi che non lo sia mai per quanto grande approssimazione si- 
addotti nel calcolo di Nx è lo stesso del quadrato di yT; il qua- 
drato di y^2 è 2: ma a questa conclusione non conduce un pro- 
cesso, di verificazione, giacché per quanta approssimazione si adot- 
tasse nel calcolo di V 2 . >1 numero ottenuto innalzato al quadrato 
non riprodurrebbe mai 2. — Questo, numero p che annulla f[x) o 
che soddisfa alla equazione • 

/(*)=o, 

dicesi radice reale di questa equazione, e la sua misura si ottiene 
generalmente con quanta approssimazione si vuole a mezzo di una 
limitazione. - - 

Considerazioni analoghe valgono per una espressione com- 
plessa ts-\-ti, se questa annulla /{*). Riprendasi perciò l'equazione- , 

/(*) = *'_ 2 #— 5=0 

e si cerchi se è possibile di trovare due grandezze reali <j e t, tali 
che l'aggregato a-\-ti annulli /{*), ossia tali che si abbia 

ovvero 

ai — j ff ,t* — 20 — 5 -(-(3 a* — t 1 — 2)t.i =0. 

Questa condizione non è soddisfatta se non quando lo sono sepa- 
ratamente le due: 

3* — 3 <t . t* — 2.(1 — 5=0 
t(Jb'- T a — 2) = 0, 

la seconda delle quali sì spezza nelle altre 



3* — f — 2=0. ' 

di Cui la prima non va considerata, giacché, se t = 0, Il risultato 
che si ottiene non è più complesso. 
Resta pertanto il sistema: 

f «' — 3*.t»— 2.9 — 5— O 

( 3.ff* — T*— 2«=0, 
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( 8.ff> — 4.0+5 — 0. 

Se nella seconda delle equazioni (*) si scrìve a = — a, , essendo «, 
positivo, si trova: 

o — F{t,) =8.v — 4-*i'— 5- 

Questa equazione ha necessariamente una radice positiva compresa 
fra I e 2 ; giacché 

F(i) — i, ^{a)- + 5i 
ed ha una sola di radici siffatte, giacché essa può scrìversi cosi: 

e alla medesima posta sotto questa forma è applicabile il ragiona- 
- mento fatto dianzi per l'equazione 



Sì verìfica facilmente che, oltre ad 

Jf(l) 1 F{2) = + 5 1 

è anche 

i?(i,o) = — i, i?(i,i) = + 1,248; 

F(i,04) = — 0,161088, -^"(1.05) = +0,061000; 

v ^(1,047) = — 0,006153), ■ ^(1.048) = + 0,016180; 
quindi sussistono per la grandezza cercata le limitazioni 

1,0 <;«,<; i,i 
1,04 <«,< 1,05 

1,047 <; di ■< 1,048 

e conseguentemente pel numero negativo o = — cri le altre 

— 3<<T<— I 

■ — i,i o<; — 1,0 

— 1,05 < « <; — 1,04 . 

— I,048<<i<— 1,047 ■ 
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I numeri corrispondenti che misurano approssimativamente t sì de- 
ducono dai precedenti, per mezzo della formola 

T , = 3.ff'— 2, 

e si ha successivamente 

t=± Vio= ±3,162..: t- t= ± Vì"=± * 

T= + ^63= ± 1,276...; T = + ^T=± I ■ 

t= ± Vi,307S = ± i,i434.--; t= ± Vi,244^= ± 1,1157 
t=±V i . 2 949I2 = ±i. 13794-.-; t = + Vi, 288627.= + 1,13517... 



Ad un unico numero <j corrispondono perciò due valori, t, uguali 
opposti, ossia per ogni numero a si debbono considerare due casi; 
quello in cui t è positivo ed uguale a +t'; e quello in cui esso è - 
negativo ed uguale a — i 7 . 

Nel primo caso i termini delle limitazioni per o -f- "? * sono 



-2 + 4» 


-I+i 


1,1 + 1,3» 


— 1,0 4- i 


,05 + 1,15 >' 


— 1,04+ 1,11 1 


048+1,138» 


— 1,047 + 1,135 «; 



ogni coppia dei quali (Io si noti chiaramente) forma due limitazioni 
distinte; e cioè, prima limitazione, quella relativa al numero reale 
<r; seconda limitazione, l'altra relativa al numero immaginario t'i; 
per la prima il termine a sinistra è minore di quello a destra, per 
la seconda avviene l'opposto; ed in quest'ultima per termine "3. si- 
nistra si è preso fra i numeri V trovati poc'anzi quello che conve- 
niva al caso, dopo averne aumentata però di una unità l' ultima ci- 
fra decimale, onde èssere certi che il limite scelto era veramente 
maggiore di t'; cosi invece di 3,162 si è scritto 4; invece dì 1,276 
sì è scritto 1,3, e cosi di seguito. v 

I numeri complessi precedenti sono tali che sottraendo i due 
che stanno nella stessa linea, nelle differenze che si ottengono 

1 — 3 i 

0,1— .0,3* 
0,01 — 0,04* „ _ ■ 

' 0,001—0,003* 
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le due parti (la reale cioè e la ioynaglnaria) vanno man mano im- 
picciolendosi e avvicinandosi a zero. 

DÌ più risulta provato da tutto quanto precede, che fra le partì 
dei termini predetti trovatisi limitate le parti « e Vidi un aggre- 
gato che annulla /(<*) ; talché i risultati delle sostituzioni dei termini 
stessi in/(*), ossiano 

87 — 24 * — 1 _j_ o 1 

1446 — 0,078 1 — r -\- o i 

0,108250 — 0,017250* — 0,200712 -f- 0,0140971 

0,016595 — 0,0001 50 * — 0,007416 + 0,000456 * 

constano di parti, le quali separatamente s'avvicinano senza limite 
allo zero. 

In secondo luogo, nel caso di t negativo ed = — V, si trovano pei 
termini delle limitazioni, per le differenze fra essi due a due, pei 
risultati delle loro sostituzioni in f{x) le seguenti serie dì risultati: 

Termini delle limitazioni. 

— 2 — 4 * — 1 — i 

— 1,1 — 1,3 i ' — 1 — i 

t — 1,05 — 1,151 — '<°4 — 1,11 .i 

— 1,048 — 1,138* — 1,047 — M35-*" 

Differenze. 

'' 0,1+0,3* 
0,01 -J-0,04* 
0,001 + 0,003* 

1 Risultati delle sostituzioni in /(*). 
87 + 24* — 1— o.» ■ 

1,446-^0,078,* _i_o.* 

0,108250 -{-0,017250.* — 0,200712 — 0,014097* 

0,016595 + 0,000150 . * — 0,007416 — 0,000456 * . 

È da notarsi che i termini delle limitazioni sono rispettivamente i 
complessi coniugati dei termini delle limitazioni precedenti; e che 
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in conseguenza è così anche rispettivamente delle differenze e dei 
risultati delle sostituzioni. 

Dall'assieme del calcolo poi è pure provato che fra i termini 
delle limitazioni precedenti esiste un numero complesso « — t 7 f che 
annulla/!*). 

Siano ora in generale: 







s, + A : 


t 5, + 7; 1 






ft + tf 


« -s; + 7; * 






S\ + t, ; 


i 5, + r, i 


-coppie di numeri 


compi 


essi tali 


che le differenze 






Si — s, 


+(?;-'.)'• 






S,— j a 


+ (r,-n)J 






.Si — s 3 


'+(r.v-*)i 



risultino l'aggregato di parti (reali ed immaginarie), le quali indivi- 
dualmente si impiccioliscano avvicinandosi a zero, e risulti provato 
•che negli intervalli sempre più piccoli 

S,— J, 

S, — s, 

-delle parti reali è sempre compreso un numero 5; negli intervalli 
-sempre più piccoli ' ' 

(71 -*.)» 



delle parti immaginarie è compreso il numero t i t e che l'aggregato* 

■w + t r annulla /(*), cosicché i risultati 

/$■+/,>•) /(S, + r,.r 

/(* + *<) /(S. + 7 - ,.) 
/(* + *>) A&+T,i). 



siano numeri complessi, le cui parti si avvicinano senza lìmite a 
zero — il numero « + t i, la cui proprietà è di annusare /(*) e la 
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ari misura è data da una qualunque delle limitazioni precedenti r 
per esempio da quella i cu! termini sono : 

, + li S+Ti 

è ima radice complessa di /(*) — o. Siccome se si suppone t ne- 
gativo e T negativo i risultati delle sostituzioni in /(*) sono com- 
plessi coniugati di quelli ottenuti supponendo t e 7* positivi, cosi è 
certo che nell' aggregato u -j- t i si può considerare t come positivo 
e come negativo, uguale cioè a ± -.', e ciò corrispondentemente allo 
stesso valore a ; ossia è certo che sono concomitanti le due' radici 
complesse coniugate. * 

Gli esempi dati sul principio, nei quali la sostituzione di un 
numero complesso ad x in /(■*) conduceva a risultati =0, non sono 
che casi speciali delle osservazioni precedenti, casi cioè in cui il cal- 
colo di sostituzione conduceva a trovare un numero complesso, che 
posto invece di x in / (■*) annullava questo polinomio. 

Se f è radice deli' equazione 

H*)-°, 

la funzione 

f{x) —axm+ix™- 1 +f a»»™*-)- ... 
è divisibile per x — p. 

Infatti, incominciando questa divisione, si ottengono i primi 
termini del quoziente: 

o {x)=. a a™-» + {b + a p) x™-* -f (e + #«■+ a p*) x>»- »+ ... 

che è un polinomio della stessa natura di /{#}, ma di grado minore 
d' una unità. Siccome in © (x) le potenze di x vanno man mano de- 
crescendo a partire dalla [m — 0™"™> così, continuando la divisione, 
si ottiene un termine, nel quale entra la potenza o della lettera x t 
ossia un termine indipendente da *; fatta la moltiplicazione relativa 
a quest'ultimo termine e la sottrazione successiva, si trova in ge- 
nerale un resto Ji numerico, che non contiene cioè la .-lettera ordi- 
natrice, e pel quale si ha identicamente 

*-/M T («-p)»M- 

Suppongasi in questa identità * = p; R non cambia, giacché non 
contiene x; f(x) diventa /(p); x — p s 1 annulla, o (■*) diventa un 
numero determinato f (p) ; * si ha 

K = f(l). . 



,,Googk 



Capitolo secondo. 



R = o 

giacché p è radice di f(x) = o; e. d. d. — . Lo stesso teorema vale 
per la radice complessa 

dif{x) = o. Infatti, dividendo f(x) per la espressione 

si ottiene il polinomio 

a a?» - * + \b + a {« + t i)] *"•"« + 

+ [« + * (° + ' Ò + « (a + t 0*] x « " » + . . . , 

ordinato esso pure per le potenze della lettera x e che differisce 
dal polinomio precedente 9 {#) solamente nella natura dei diversi 
coefficienti di x, che qui sono numeri complessi: però sul medesi- 
mo si possono ripetere i ragionamenti fatti sopra © (x) ed arrivare 
alla medesime conclusioni ; ~che cioè il resto della divisione di f (x) 
per x — («-(-Tt) è "il risultato ottenuto ponendo in f(x), in luogo 
di, a:, l'aggregato a -\-ri, ossia o. 

Ed è evidente, che in questo aggregato, <r -f- t i, deve considerarsi 
t tanto positivo, quanto negativo; cioè = ± t'; ossia /(a;) è divi- 
sibile tanto per 



quanto per 
divisibile quindi per 



-(« — l'i), 



(■—•)■ +'■■"■ 

È appena necessario notare, che questa divisibilità di/ (a:) per x — p, 
o per 

«-(• + "] 

va intesa nello stesso senso, che fu dato all'annullarsi di f(x) per 
a; = p; anzi non si tratta che di una sola ed identica cosa; giacché 
il resto della divisione attuale vale appunto /(p) o/^-J-t»), ed 
è identicamente nullo pei numeri p e e -\- t i; ma sarà generalmente 
diverso da zero per le misure che verranno assunte per tali numeri. 
, _ I. L' equazione 

/(*):=*»_ 4 *>_; 2 *_ 55 =0. 
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ha per radice II, giacché 

/(n)=o: 

dunque / (*) deve essere divisibile per x — \ i ; eseguendo la divi- 
sione si trova infatti: 

»• + 7 x + 5 

per quoziente esatto, e si ha conseguentemente 

/(*)-(*-") (»-+;i+s)! 

cosicché, per soddisfare alla equazione data, basta soddisfare alle due 

/ x — ir — o 
( »* + 7* + 5=0; 

la prima delle quali riproduce li, la seconda equivale a 

{* + 3,5) , -7",2S 
donde 

* = — 3.5 ± V-7. 2 5 = — 6,2;— o,8 ; 

altri due numeri, radici della proposta, 
li. L'equazione 

f{x) = x> — 7 aJ + 6 

ha per radice — 3: dunque il polinomio f{x) deve essere divisibile 
per 

x—ì=x-\-i; 
si trova infatti: 

x' — 7 x •+ 6 — (x + 3) (a:> — 3 x -f 2) ; 

cosicché si soddisfa alla proposta, scrivendo le due condizioni: 

j *+3=o 

[X* — 3SC + 2 =0; 

delle quali la prima riproduce la radice — 3 e la seconda equivale a 

(x— 1,5)'= 0,25, 

donde • 

x= 1 ed x — 2; 
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it* — 3 jF-f 2 = (a; — i)(% — 2), 
e finalmente 

^ — 7, + 6— (* — i)(*_ 2)(* + 3): 

i numeri i, 2, 3 sono tre radici di 

*'-7* + <S = °. 

III. L' equazione 

/(*)-*.*» — 5 «' + 8* — 6 = 

ha per radice I + *'; dunque essa è divisibile per 

*-(■+<); - ■ 

si trova infatti il quoziente 

*' — (4— 0» + 3(« — 0. 

e il resto o; e può scriversi 

/(*),= [* — (i + O] [«•— (4 — 0* + 3 (i-*)] = o; 

la proposta, è soddisfatta adunque dalle condizioni 
j «-(1+0=0, 

la prima delle quali riproduce 

* = i+*; 

mentre alla seconda conviene 

* = 1 — *'. 
Si trova 

**-(4^-*> + 3(i-'').=]>-( I -*)](*-3): 
perciò la proposta equivale 'a 

0=/» = (.'— 3) • [*-(i +>)] [*- (1 -<)]; 

e sotto questa forma si vede immediatamente che sono sue radici 

* = 3 
*=i±*\ 
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Nella trasformazione .precedente ai due fattori complessi di 
i° grado può sostituirsi un fattore reale dì 2° e si ha : 

/{■)-(•— de— »«+>)■ 

IV. L'equazione 

f(x) =a"- r 4,5.jc I — 2,5 .** + 5-*' — 22,5.* — * 2 i5 = °, 
è soddisfatta da x = — o,$;/(x) è quindi divisibile per 

x — 0^5 =^+0,5; 
e si trova per quoziente esatto: 

**— 5** + 5*— 25. 

Pertanto alla condizione proposta possono sostituirsi le altre due 

* + 0,5=0 

*•_ 5** + 5 *_25 = Oi 

delle quali la prima riproduce — 0,5; la seconda equivale a 

o = ^(»_s) + 5 (»_ 5 ) _ (^ + 5 ) (».- S ); p 
e la equazione data può scriversi quindi ; 

=/(*) = (• + 0,5) . {*- 5) . {**+ 5). 

Al secondo fattore x — 5 corrisponde la radice 5; alla con- 
dizione „ 

x 1 -f 2 = O, 
ossia 

x* = — 5; (*}*=_ 5, ecc. 

non corrisponde alcuna radice reale. 

V. L'equazione 

/ [ x ) = x* — 7 «* 4- 16 x* — S ** — 16 * + 16 = o 
ammette la radice — i, giacché 

/{-i)=o; 
perciò f{x) è divisibile per 



tamzMbyGoOgle 



Capìtolo seconda. 



e si trova per quoziente esatto 

x l — 8 *■* + 24 x* ■■— 32 x -\- 16, 
ossìa 

talché la proposta equivale a 

= /(») = (*+!)(*- 2)'; 

e invece della medesima si possono scrivere le condizioni 

1 x -)- 1 = o 

| {x — 2)* = o; 
ossia, siccome 

{ x - 2 y=(x-2).(x-2).(x-2).{x-2), 

le altre -, ( 

x-\- I ;=0, 
- x — 2=0, 

a: — 2 = O, . 

a: — 2=0, 

* — 2 = 0: 
talché la proposta ha le radici 

— I j 2; 2; 2; 2: 

ossia la radice — 1 e quattro radici uguali tra loro, ed uguale cia- 
scheduna a 2, 

VI. L'equazione » 

/(*) = ** — 6 ** + 13** + 3*' — 18* + 39 = 

ha per radice tanto il numero complesso 3 + 2 *", quanto il suo 
coniugato 3 — 2>; quindi f {x) è divisibile per 

X— (3 +2»") 

e dà per quoziente 

*«— (3 — 2 ì) x' + 3 *_ 3 (3 _ 21); (*) 

f[x) è divisibile per 



* — (3 — 3 * ) 
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e dà per' quoziente 

#■ — (3 + 2*')*' + 3^ — 3(3+3»)= ("*> 

il quoziente (*) è divisibile per x — {3 — 2 i) ; il quoziente (**) per 
* — (3 + 21); per entrambe queste due nuove divisioni il nuovo 
quoziente è «' + 3 e si trova definitivamente 

/<*) = (*' + 3). [•- (3 + 20] [*-(3-20] 

= (*' + 3)-(*'-6*+i3)- 
Etc. 

Generalizzando ora tutto quanto precede, se per l'equazione 
generale di grado m, 

si trova la radice reale p, dividendo f{x) per x — p si ottiene uà 
quoziente esatto 9 (») , 

/(*)«{**— p)-?(*)i 

e invece della condizione data sì possono scrivere le due 

1 *_p = 
i ?(*)=o; 

la prima delle quali riproduce la radice p; la seconda, 9 (*) = o, è 
una equazione di grado nt — i, cui può conventre la radice ?';?(*) 
allora è divisibile per x — p' e si ha, indicando con fy {%) il quo- 
ziente di tale divisione, 

cosicché alla condizione 9 (») = o si possono sostituire le altre due 

I *-p' = o, 

I tn-o: 

la prima delle quali riproduce la radice p'; la seconda è una equa- 
zione di grado m — 2, che può avere una radice reale p"; indicando 
pertanto con 6 (*) il quoziente della divisione di <ji (*) per * — p", 
si ha 

*M = C-p")«W; 

cosicché alla condizione 
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possono sostituirsi le altre due 

j x — p "=o 

( e (*) = o 

ecc. ; e così dì seguito sino ad un quoziente w {se}, pel quale non 

possa trovarsi alcun numero reale che lo annulli. 

Risalendo allora con sostituzioni successive sino ad f {se}, si trova 

m = (*-f)-(*-p'l ■ l'-t") ■ ••«(*>; 

e alla condizione o- >/{x) possono sostituirsi le altre 

/ x — p = o, 
e — p ' = O, 
! — p" = o, f 



Pertanto i numeri p, p', p", ■. . . somministrati dal calcolo precedente, 
sono radici reali di f[x) = o, e si può provare che non esiste alcun 
numero reale, diverso da questi, che annulli f(#). 
Infatti, perchè potesse essere • 

essendo X, un numero reale non compreso fra quelli ottenuti dianzi, 
dovrebbe aversi in forza della decomposizione superiore 

p:-p).(t-rt.(?-rt-""(?>-o. 

ossia dovrebbe essere verificata una deile condizioni 
/ ? — ! = o, 

U-?'=°. 
! £ — t" — °. 

atfl-o: 

ma nessuna di queste condizioni può essere soddisfatta; non lo può. 
alcuna delle prime, giacché £ è supposto diverso e : da p e da p' e 
da p". . . ; non lo può 1' ultima, giacché si spinse il calcolo prect- 
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dente sino ad un polinomio ■a {x}, pel quale non fosse possibile tro- 
vare un numero reale che lo annullasse; perciò \ non può essere 
una nuova radice; e. d. e. 

Cosicché ad ogni radice reale p di f[x)s=o corrisponde in f (ar) 
un fattore x — p ; ad ogni fattore X' — p in f {x) corrisponde una ra- 
dice p di f{x) = o ; e in conseguenza il numero delle radici reali di 
f (x) = o pud essere uguale al più al numero dei fattori dì primo 
grado, in cui può venir decomposto il polinomio f (x), ossia ad m, 
grado di f(x). 

Un ragionamento analogo vale per le radici complesse, ri- 
guardo alle quali si può concludere, che per ogni copia 



di radici siffatte si hanno in f (x) i due fattori complessi di primo 
grado 

* _ ( fl 4. V ,•) e *_(«— Vi) 

o il fattore di secondo grado 

(*-«)' + *'.'; 

e ad ogni fattor reale dì secondo grado di questa forma in f(x) cor- 
rispondono due radici coniugate di f (x) = o. Perciò se m è pari, 
f(x) =0 potrà avere anche m radici, complesse; ma non ne potrà 
avere più di m — I, se m è impari. 

In generale adunque t equazione f(x)=o di grado tn potrà 
avere 2 n radici complesse, coniugate due a due, e p reali se p -\- 2 n 
non supera tn. 

. Cosi, ad esempio, nello studio precedentemente fatto dell'equa- 
zione 

*» — 2 x — 5 =0, 

si verificò che essa ha una radice reale p, tale che 

2,0945 <p< 2,0946; 

e ne ha due complesse, per le quali i termini delle ultime limita- 
zioni considerate erano 

— 1,048 ± 1,138* — 1,047 ± 1,135 *.: 

— la proposta quindi, per quanto si è detto ora, non può avere 
altre radici oltre queste tre. 

È appunto in generale la ricerca delle limitazioni rispettive 
per ciascheduna delle radici p, p', p". .... le quali soddisfano alla 
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condizione /(a;) = 0, che forma l'oggetto di quanto segue; rispetto 
agli aggregati <r -J- t », basterà avere provato, che essi possono sod- 
disfare alla relazione medesima, e che il loro numero deve essere 
sempre pari; di essi non si tratterà più in seguito; talché quando 
talora per brevità si dirà semplicemente radice di f (*) = o, dovrà 
intendersi che con ciò s' accenna ad una radice reale. 
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Anzitutto, nello studio delle radici reali della equazione data,. 
si libera la medesima dalle radici = o, che essa può presentare, e 
si procede poscia sulla equazione che risulta, dopo soppressi i fat- 
tori corrispondenti a queste radici. 
Ad esempio V equazione 

se 1 — 2 x' -\- x* = o 
equivale ad * 

x*(x*-^2x-\-l)=Q 

ossia 

z .x.(x* — 2x -\- i) =o: 

essa ammette adunque due volte la radice o, e soppressi i fattori 
x, x, corrispondenti alla medesima, le considerazioni successive do- 
vranno farsi sull'equazione 

/(»)=*■ — 3*+iWb fi 

In base a questa osservazione si può ammettere che l'equazione 

che si studia, non abbia radici nulle. 

In secondo luogo basta assegnare regole e procedimenti per 
la ricerca delle radici positive; giacché quella delle negative pub 
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farsi dipendere dallo studio delle positive .di una nuova equazione-, 

immediatamente ottenibile dalla proposta. 

Infetti l' equazione data f(x) = o può scriversi sotto la forma 



0=/(*) = (*-f,). (*-(/)• {*-?').. .«(*); 

se p' , p", . . . sono le sue radici reali e « (x) indica un polinomio, cui 
non annulla alcun numero reale: se in questa espressione invece 
dì a; si pone — s, la medesima diventa 

o =/(— *) = (— * — f) ■ (— * — fi . {— K — p") . . . o (— z) , 

O -/(- Z) = {Z + p) . (Z + p') . (, -f p") . . . 8 (- Z) , 

equazione in cui il primo coefficiente è positivo, o può ridursi tale 
cambiando tutti i segni a fl»( — z)\ in questo caso, del primo coef- 
ficiente positivo, la medesima si indicherà costantemente con 

È certo che essa si spezza nelle condizioni : 

;,ff-f~p=0, B*=- — p, 

l * -fc- p' = O, Z =? — p', 

) S '+ p" = O, Z = — p", 



\ © { — B j = o ; 
ossia ammette le radici 

— P. — P'. — ?"■■■■ 
uguali opposte alle radici di f[x) = o. Siccome 2 è una lettera che 
assume valori qualsiasi, cosi può ora sostituirsi alla medesima la 
consueta lettera x ; e dire che da f{x) = o, cambiando a; in — x, si 
può dedurre una nuova equazione' 

F(*) = o 

le cui radici sono rispettivamente uguali opposte alle radici della 
equazione data: ossia le radici positive di / (*) = o . sono le nega- 
tive di F{x) = o, e le negative della prima sono le positive della se- 
conda ; cosicché per procedere alla ricerca delle radici negative di 
f(x) = o, si cercheranno le positive di F{x) =0, ed, ottenutele, ^si 
cambierh loro il segno. 
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Si rammenti che questo è stato già fatto precedentemente, quando, 
ottenuta la equazione 

8 e' — 4c-J-s=o, 
si pose nella medesima 

a = — e, ; 

e si verificò; * 

1,047 < "i<! I .°4 8 . 
e quindi 

— 1,048 <; <j< — 1,047 

Per dedurre praticamente F{x) = o da f{x) = o, basta cambiare in 
f (x) il segno ai coefficienti delle potenze pari o delle dispari di x, 
secondo che il grado m di / {x) è dispari o pari, Per esempio da 

. /(*) = *•— 3«' + 7r«_a + i=o 1 

si deduce, colla sostituzione diretta, 

f(—x)=x» + 3*» + 7*» + , + 1=0 = ■*•(*); 

/<" (x) quindi si ottiene da / (>)' cambiando i segni ai coefficienti 
delle potenze disparì di a; (il grado dell'equazione è pari): da 

/«-»■ — «• + ■• + 5-0 
si deduce, colla sostituzione diretta, 

/ (— «) = — ^ — «1 + x* + s = o , 
ossia, mutando i segni a tutti i termini, 

F(x) = x" + se* — x' — 5 = O; 

«d F{x) si ottiene da f(x) cambiando i segni ai coefficienti delle 
potenze pari di x (il grado dell'equazione è dispari). 

Queste considerazioni permettono intanto di restringere gli 
studi che seguono alle sole radici positive. 

I. Se i coefficienti di f {x)=ax>* -\-bx**-* -\- . . . sono tutti 
positivi, o tutti negativi, t equazione 

/(*) = 

non ammette nessuna radice positiva; giacché qualunque numero po- 
sitivo a posto invece di x in f{x) conduce al risultato /(a), che è 
sempre positivo, nel caso dei coefficienti tutti positivi, e che è sem- 
pre negativo, nel caso dei coefficienti tutti negativi. 
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Può servire d' esempio la equazione 

/» = *' + *! + *-f-l=o. 
Etc. 

II. Se la successione dei segni, che hanno i diversi coefficienti di 

f[x) = axw 4 èx^-i 4- . . . , 

presenta un solo cambiamento (una sola variazione), l'equazione 

■/W-o 

Iia necessariamente una, ed una sola, radice positiva. 
Polinomi di questo genere sono, ad esempio, ì due -. 

| /(,) — »■— 's-' + y. + fi; 

nel primo dei quali la variazione unica cade fra 4~ 5 e — 2, nel 
secondo fra • — 5 e 4" 7 : essi f anno luogo alle due equazioni 

In generale pertanto la equazione 

che deve studiarsi in questo caso, può considerarsi come avente il 
primo coefficiente positivo e l'ultimo negativo e come esprimibile 
con 

o=tW-tW; 

dove a> (x) e iji (a?) sono due polinomi, a coefficienti tutti positivi, or- 
dinati per le potenze discendenti di x e tali, che il grado di $(x) è 
minore dell'esponente più piccolo che ha la 'x in <f(x). 

Una equazione siffatta ha necessariamente una radice positiva 
a; giacché mentre per x = o, f (o) = ultimo termine, è negativo ; 
per a? = numero sufficientemente grande a, / (a) ha il segno del 
primo coefficiente a che è positivo: dunque fra o ed a esiste un nu- 
mero, p, che annulla f(x). Resta a provare che p è l'unica radice 
positiva di f(x) = o. Infatti se p è l'esponente più piccolo che ha 
la lettera ordinatrice in <f (x), e se si divide 

per x*, si ottiene 

_ ? W j £) - 
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ed è certo che, mentre in 9 (x) ■. x v la lettera x è contenuta nel solo 
numeratore,' in <|< {x) ■. a* essa è contenuta nel solo denominatore. 
Ora, se si suppone 

* = P. 

deve essere . 

ma se ad 37 si sostituisce un numero positivo qualsiasi "(, maggiore 
o minore di p, l'uguaglianza delle due partì 

X* X* 

non può più aver luogo; giacché se per esempio è 

;>p. 

la parte 



la quale non ha che coefHcienti positivi e contiene la X solamente 
al numeratore, si trasforma in un numero 

V^L rhr l mamrinrfl di llfi- 

mentre la parte 



la quale non ha che coefficienti positivi e contiene la x al solo de- 
nominatore, si trasforma in un numero 





ira 


che è minore di I-ii-i. 


di 






f (p) . 

f ' 






i(tì e lifj 


sono eguali. 






Pertanto 
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l'uno maggiore, l'altro minore di uno stesso numero, non possono 
essere uguali; e X, non è radice della proposta. 

Terrebbe la medesima conclusione anche se fosse 

■ -■ ' l <> ] . i 

perciò il teorema è dimostrato. 

^ Notisi qui, che si riferiscono N precisamente a questo caso le 
due equazioni trattate nel capitolo precedente, allorché si verificò 
che tanto 

a?a — 2x — 5=0, 
quanto 

So,* — 4 o, — S=o 

avevano una ra'dice positiva unica. 

III. Se la successione dei segni in f {x) presenta pia cambia- 
menti {più variazioni), il numero di radici positive possibili per l'equa- 
zione 

/<*)— o 

non supera il numero delle variazioni che si trovano in f{x). 
Cosi nel polinomio ' 

f(x) =-2 x i — $x x -\-7x — z 

si riscontrano tre variazioni ; una fra ~\- 2 e — 5 ; un' altra fra — 5 
e -f- 7 ; la terza fra -^ 7 e — 3 : perciò l' equazione 

o = f(x) = 2X* — 5 rr* + 7 x — 3 

non può avere più di 3 radici positive. 

Per dimostrare questa regola sì osservi che se l'equazione qualsiasi 
9 (x) = o ha la radice positiva pi , il polinomio 8 (x) va considerato 
come il prodotto di x — pi per un altro polinomio e (x), della 
stessa natura di 8 [x) r ma di grado minore di una unità. 
Ora siccome è lecito considerare come positivo il primo coeffi- 
ciente dell'equazione 8 (rr) = 0, cosi può ammettersi: ■ — che nella 
successione dei segni in- z {x) s' incontri anzitutto ->— una prima se- 
rie (A) di ségni tutti positivi; — che a qnesta tenga dietro una 
seconda serie {B) di segni tutti negativi; — che venga dopo una 
terza serie (C) di segni tutti positivi ■ — , e cosi alternativamente, 
sino ad una ultima serie (L) di segni o tutti positivi, o tutti nega- 
tivi; precisamente come è indicato qui sotto: 

141 , IR (0 W) W 
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Per semplicità di scrittura però, e senza nulla togliere alla generalità 
della dimostrazione che segue, si potrà limitare il numero di queste 
serie considerando, ad esempio, le due successioni: 

+ + ••■ + ;...- + + ... + ... _ + + ...+ ) 

++...+ — ...-++...+ — ...- r 

la prima delle quali componesi di cinque serie e termina cori una 
serie positiva, la seconda di quattro, e termina con una negativa: 
Per passare da z (x) a (x) è necessario moltiplicare z (x) per 
X — p, , e in conseguenza combinare i segni delle due successioni 
precedenti coi due, -| , di questo binomio : tali operazioni, indi- 
pendentemente dalle lettere che entrano nei diversi termini, sono 
riassunte nei due schemi seguenti : 



,.. 


o 

+ + ■ 


I 


2 
- + + • 


3 • 4 
. + ...- + + ...+ 


2. a 








+ — 


3-' 


+ +■ 


. + .. 


- + +■ 


. + --...-+4-...+ 


4* 







■■+ 


... — + + ... +--...- 


5-' 


+ .... 


... — 


..+.... 


•••- + " 



3-' ++... + :.- + + ... + ...- 

4-* ■■■ h + ...-| ... — + + ...+ 



5- a +■ 



Ciascuno dei medesimi si compone di cinque linee: — nella prima 
linea stanno scritti in ordine i segni dei coefficienti di z{x); — 
nella seconda quelli di x — pi ; — nella terza è indicata la succes- 
sione dei segni del primo prodotto parziale 

x .z(x); 
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successione che è identica a quella presentata da z{x); — la quarta 
linea contiene i segni del secondo prodotto parziale 

— p, .*(a?) 

la successione dei quali comincia un posto a destra per rispetto alla 
successione in x.s(x); con che i termini simili dei due prodotti 
parziali si trovano in colonna gli uni sotto gli altri. Nella somma 
di questi due prodotti, somma che non è poi altro se non 6 (*), 
molti segni rimangono incerti sino a che non si conosce ìl valore 
dei singoli termini: però ve ne ha alcuni certi, indipendentemente 
da questa conoscenza, e sono quelli che corrispondono 

a due +0 a due — 

sovrapposti nei prodotti parziali: nella linea quinta perciò trovansi 
indicati questi soli. Se ben si osservano tali segni certi, si vede che 
essi corrispondono precisamente ai primi di ogni serie nella succes- 
sione z (x) aggiuntone uno di più, l'ultimo a destra, contrario al se- 
gno certo immediatamente precedente. Dunque, confrontando il nu- 
mero delle variazioni di z (x) con quello delle variazioni di (x), sì 
vede che quest' ultima funzione ne conta almeno una di più: e deve 
dirsi almeno, in forza dei segni intermedi incerti, i quali, se in ogni 
caso non possono distruggere alcuna delle variazioni ora assicurate, 
possono nei casi particolari introdurne qualcuna di più. — Ora se 



sono le radici positive di f(x) =0, f[x) può considerarsi in gene- 
rale come il prodotto di un polinomio z [x), che non è annullato 
da alcun numero reale positivo, per 

(x — ? ,),(x — ?1 ).(x— ?,)... 

Moltiplicando e (x) per x — p, si introduce nel risultato 6 {x) almeno 
una variazione in più di quante si incontrano in z (*); moltiplicando 
9 {x) per x — pj si introduce nel risultato § (x) almeno una variazione 
in più di quante ne annovera (*), ecc.; insomma, ottenuto il ri- 
sultato f[x), si saranno introdotte in esso almeno tante variazioni in 
più di quelle che trovansi in z(x), quante sono le radici reali posi- 
tive di f{x) = o. Cosicché il numero di queste radici non supera 
quello delle variazioni in /(*); ed /{*) = o può avere al più tante 
radici positive quante fi*) Ha variazioni: e. d. d. 
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Quest'ultimo teorema (regola di Descartes), che comprende 
come casi particolari il primo e parte del secondo, è fondamentale; 
esso è sempre il punto di partenza per lo studio delle radici reali di 
f[x)=o, conduce spesso a limitarne il numero, ed in alcuni casi 
specialissimi anche a precisare questo numero. 
Cosi ad esempio l'equazione 

/(*) = 2*>+j* + 5=o 

non ha radici positive, giacché f{x) non ha variazioni; e siccome 

presenta un solo cambiamento dì segno, cosi la proposta di radici 
negative ne ha una sola: concludendo la medesima ammette una 
sola radice reale. — Del pari la equazione 

/(*) = *■ -f *« + 2 ** — *-f-i=o 

non può avere più di due radici reali positive, giacché /(■*) presenta 
due sole variazioni ; da essa si deduce ' 

F{x) =** — ;*« — 2** — x— i =o; 

cosicché f(x) = o ha necessariamente una radice negativa; condii 
-dendo: 

xt-\-x*-\- 2 ** — *■-(- 1=0 

ha necessariamente una radice negativa: ed è possibile che per que- 

.sta equazione ne esistano anche due positive, ecc. 

E certo che, siccome nessuna delle radici di f (x) -.—. o è infi- 
nitamente grande, cosi esistono tanti numeri positivi quanti si vo- 
gliono più grandi della massima fra le radici reali della proposta. 
Sia + L uno di tali numeri: evidentemente fra L e o, ossia nell'in- 
tervallo (o . . . L) y sono comprese tutte le radici reali positive di 

f [x) = o. Perciò la conoscenza di un numero siffatto sarebbe di 
somma importanza ; giacché verrebbe cosi stabilito nella serie reale 
un intervallo, in cui esclusivamente dovrebbero cercarsi le radici sud- 
dette. Del pari, se U fosse maggiore della massima fra le radici 
reali positive di F(x) = o, nell'intervallo (0...L 1 ) sarebbero com- 
prese tutte le radici positive medesime, e in conseguenza l' intervallo 
( — U . . . o) racchiuderebbe tutte le radici negative di / (x) = o: e 
concludendo nell' intervallo 
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■della serie reale si troverebbero tutte le radici di / [x) = o, — Un 
numero come -f- L dicesi limite superiore generale delle radici reali 
dÌ/"(a;)=o; un numero come — L lìmite inferiore generale delle 
radici medesime. — Per trovare un numero come -\- L, data l' equa- 
zione f(x) = o, si useranno le regole seguenti, che valgono neces- 
sariamente anche per la ricerca di un numero come -j-£' per la 
trasformata F(x) = o, e quindi per la ricerca di un limite inferiore 
generale — U delle radici di/(a:) = o. 

IV. Nel primo membro dell* equazione proposta, ridotta in modo 
cke il coefficiente della più alta potenza di x sia uguale ad 1, si con- 
sideri il coefficiente negativo più grande {il più piccolo fra tutti i coef 
fidenti); — si carnei il segno al medesimo; al numero positivo otte- 
nuto si aggiunga Punita; il risultato è un limite superiore delle ra- 
dici reali della equazione data: — cosi, ad esempio, per 

2x* — 3* 1 — 2x — 14 : : o 
ossia per 

•è lìmite superiore delle radici reali 

7 + i=8, 

giacché — 7 è il coefficiente negativo più grande. — Infatti, se, data 
l' equazione. 

o = axn-\-bx**- t -\-cx r *- i + .;. -\-jx' l -\- kx-\-l, 

onde ridurla in modo che il coefficiente della più alta potenza di x 
sia 1, sì divìde per a; e se si indicano rispettivamente con 

b'\ •;...; J'; k' ; r 



i rapporti 



/ 



si ottiene 

0= f(x)=xn*J c .p. xm -*■ + (? . #»"-* + . . . '~\-f ,**-{•&. * + /'■ 
Ora se in quesf ultima, invece di &>* si pone il valore identico 
(•B_l) iJP m-i + {as_i),*»-* + (*-^ 1).*»-» + ,.. + 
+ (*_!).*» + {*— !).*+(*_ i) + j, 
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ottenuto per mezzo della divisione 



-*»-» + . .. + *• + *+!, 



si ha 

o -/(*) = - 



X™' 1 + Z* X™-* + . ■■ + £ 



+ ''\ 



+/ 



x+x 



+ '■ 



Un numero positivo Li che, posto invece dì x in /(x), soddisfa alle 
condizioni 

Z, — i-f i'>o, 

A — i+c'>o, 



A— i+/>o, 


A-i + * 


>o, 


z, — i + ; 


>o; 


£■>!- 


-4', 


£,>!- 


-e', 


£,>I- 


-]'• 


£■>!- 


-i\ 


£,>i- 


-l'i 



è un limite superiore; giacché tanto per esso, quanto per qualsiasi 
numero positivo maggiore, il polinomio f (x) si riduce ad una som- 
ma di termini, tutti a coefficienti positivi, e non può quindi essere 
o. Ma si trova in questo caso anche il numero L uguale al più grande 
dei risultati 

r — b' ; i — e 7 ;...; i — j'\ i — & ; i — V \ 
a quello cioè che contiene il maggiore dei numeri 

— y\ —•;... — f; —M; —V 

rispettivamente uguali opposti ai coefficienti dì f{x); o, in altre pa- 
role, a quel risultato in cui figura il numero positivo uguale opposto 
al coefficiente negativo più grande in / (x) : il che è quanto dove- 
vasi dimostrare. — Cosi l'equazione 



,3 a* — 3 «' — 9 *" + 5 » — 2 = o 
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, 6 9 


si scrive sotto la forma 






l o = z* — x* — 3 x* -\-- x - 


-f -/» 





Il coefficiente negativo, più grande è — 3, perciò 

-£ = 1+3=4 

è un limite superiore delle radici reali della medesima. 

Per ottenere colla stessa regola un limite inferiore — i"si forma 

V equazione : 

nella quale il coefficiente negativo più grande è — I: 

L' mm 1% 1 = 2 

è un limite superiore delle radici di F{x) = 0, e perciò — 2 è un 
limite inferiore delle radici di f(x) = 0. — Concludendo, le radici 
reali della proposta sono comprese nell'intervallo 

(.-». --4). 

V. Si scrìvano in ordine i numeri positivi ottenuti, cambiando 
il segno a tutti ì coefficienti negativi del primo membro dell'equa- 
zione data, ridotta in modo, che il coefficiente della più alta potenza 
di x sia positivo; si formi il rapporto fra ciascheduno dì questi nu- 
meri e la somma dei coefficienti positivi die nella equazioue data 
precedono quel coefficiente negativo al quale il numero considerato 
è uguale opposto; si aggiunga 1 al più. grande fra tutti questi rap- 
porti: il risultato è un limite superiore delle radici reali della equa- 
zione data. — Così per 

0= — 2x* — 2 a;' + 3 .** — $ x*-\- x* — 7 %-\- $ 
si cambiano tutti i segni, affinchè il coefficiente della più alta po- 
tenza di x sia positivo. 

Si trova 

f(x) = 2x* + 2x* — 3 ^«_)_5 x' — jr* + 7* — 3=0; 

si scrivono ordinatamente i coefficienti negativi dopo aver loro cam- 
biato il segno 

3 I 35 
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si formano i rapporti 



2 + 2' 2 + 2 + 5' 2 + 2+5 + 7' 

si sceglie il maggior fra essi; cioè — ; sì aggiunge l'unità 

4 

f- r = circa 2 

4 ^ 

è un limite superiore delle radici reali della proposta. — Infatti, se 
nel polinomio 

/ (x) = a' x* + b' x 1 — ^x'-j-i/a? 1 — e 1 X — g' = 

in cui sono supposti positivi il primo, il secondo, e il quarto coef- 
ficiente, negativi gli altri, e di questi 'ultimi si sono messi in evi- 
denza i segni; per tutte le potenze di x moltiplicate da coefficienti po- 
sitivi si fa una sostituzione analoga a quella fatta nella dimostra- 
zione precedente per X**; e così, se nel primo termine a' x", si pone 
invece di x s 

(x - i). x* + (a? — i) . x' + (x — i) .x x + 
+ {x — i):x + [x— i) + i; 

se nel termine ò' x* invece di x* si scrive 

(x — *. l) x % + {x — i) x* + [X — i) x + [x -— i) + I ; 
ed invece di x* nel termine d x" 1 

(a;- i).a;+.(;c— i) + i; 



i ottiene 



x s 



o =/(a?) = a' {x — i) x* + a' (x — i) 
+ t'(x-i) 
— S 

+ a' (x — i) 1 x 1 + a' (x — i) x + a' (x — l) + 
+ £' («—i)| -\-b'{x~ i) 
+ d'{x-i) 
— e 1 



-\-d>{x — 1)+<* 



Un numero positivo +ii, che posto invece di x mf{x) soddisfi 
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/.»' (£,-■)> O 

i«'(£,-.)+*'(£,-l)-<<>o 
L'(i,-i) + ^(i,-i)+i'|i,-i)-^>0 
[ «-(Z, — l) + *■(£, — I) + <<"{£,- I) -*■'><>; 

. alle 

IA>1 

|A>' + 






è un limite superiore j giacché tanto per esso quanto per numeri po- 
sitivi maggiori, il polinomio f[x) diventa una somma di termini tutti 
con coefficienti positivi e non può quindi più annullarsi. Ora trovasi 
nello stesso caso anche il numero L ottenuto aggiungendo i alla 
più grande delle frazioni 

a'-i-à 1 ' a' -j- # -\- d> ' a' -f- ò 1 -j- d> 

formate appunto come si accenna nell' enunciato della regola, la quale 
resta così dimostrata. 

È evidente che coli' esempio particolare trattato ora, il quale 
con' chiarezza e semplicità ha condotto a giustificare la regola, nulla 
si è tolto alla verità della medesima in generale; giacché una tra- 
sformazione analoga a quella fatta dianzi sulla funzione di quinto 
grado potrebbe ripetersi sul polinomio generale f(x), che cosi si 
ridurrebbe ad una somma di termini come 

[(*_ i).S— /].xf 

dove..—/ (che può in alcuni termini essere o) è il coefficiente ne- 
gativo che moltiplica la j**"™ potenza dì x; ed S rappresenta la 
somma dei coefficienti positivi che in f(x) precedono — fi: su tali 
termini si potrebbe ripetere parola per parola il ragionamento fatta 
precedentemente, per arrivare alle medesime conclusioni. 
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Così per l' equazione 

/(*) = 3 *' + 5 *' + 2 *' — 8 x* + 3 *• — $x — 2 = o 
si scrìvono i numeri 



8 5 

si formano i rapporti 

8 5 



3 + 5 + 2 3 + 5+2+3 3 + 5 + 2 + 3' 
si sceglie il maggiore che è 



3+5 + 2 5' 
i aggiunge i al medesimo ; 



è un limite superiore ; in intieri, 2 è un limite superiore. 
Per avere un limite inferiore si ricorre alla trasformata 

F{x) = 3 x* — 5 x 7 + 2 x* + 8 x' + 3 x 2 + 5 x — 2 = 0: 

si scrivono i numeri 



si formano i rapporti 

5 



3 + 2 + 8 + 3 + 5' 



è un limite superiore per la F(x) = O; 

— I — |- I I o in intieri — 3 

è limite inferiore per f(x) = O; perciò le radici reali di/(x) = o sono 
comprese nell'intervallo 

(-3,--3). • 
Si noti che la regola precedente (IV) non è che un caso particolare di 
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questa (V); caso cioè in cui, invece di considerare le frazioni 

g , • j g 1 

a' + b" a' -\- ù' -\-d' ' a' -+ ■ ò' + a" 

si ritengano i soli numeratori e' ; e 1 ; gf ; e quindi questa seconda re- 
gola conduce ad un limite generalmente più piccolo ài quello fornito 
dalla prima. 

VI. Si facciano tutte le derivate del primo membro dell'equa- 
zione data, ridotta in modo che il coefficiente della più alta potenza 
di x sia positivo: è limite superiore quel numero che, sostituito nel 
primo memoro e nelle sue derivale, conduce a risultati tutti positivi. 
Cosi per l'equazione -, 

o =/{x) = x* + x 3 -f- x* — S x + 6 

V unità è un limite superiore, giacché 

/W = + 4; /'(")= + 4i /"M- + 20; 

/"(!) = + 30, /"(■)- + 24 

sono tutti risultati positivi. 

Infatti, se in/(x) invece dì x si pone L -f- H, dove L è un numero, 

H una lettera, che può assumere nel calcolo valori diversi, si trova : 

U+...r • 

ora se f{L); f [L)\ f"(L); . . . sono tutti numeri positivi, f (x) non 
è nullo né per /f=o, né per H uguale ad un numero positivo 
qualsiasi; ma siccome essendo • 

H=x—L, 

all'uguaglianza ff=o corrisponde l'altra x = L; e all'essere H un 
numero positivo qualsiasi corrisponde la disuguaglianza x~~> L\ cosi 
né per x = L, né per x^> L, f(x) s'annulla; ossia è limite supe- 
riore il numero L, se per esso f (L) ; f {L) ; f" (/,},... sono numeri 
positivi: e. d. d. 

Questa regola (regola newtoniana dei limiti) è fondamentale, 
e della medesima si farà uso costantemente in seguito : le precedenti, 
e segnatamente la prima, si adopereranno esclusivamente come au- 
siliarie di essa. 

Intanto si può provare tosto, che un limite dato da una delle 
due regole precedenti soddisfa a quest'ultima. E difatti, rammen- 
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tando la seconda regola, giacché la prima non è che un caso par- 
ticolare di essa, un termine qualsiasi del polinomio f(x) trasformato 
per la dimostrazione, termine che ai cambia in un numero positivo 
per x == limite trovato L, è 

\(x-i)S-fi].x* O 

■$.*« + ' — S.x<i~ p .xZ. 

La prima derivata /' (x), pertanto, si' comporrà della somma di tanti 
termini analoghi alla prima derivata del termine superiore, ossia di 
termini come 

(q -f- i) S . x9 — qS . xS~* • — / q .x1~ v = 

= q [(*- I) S-/]rf-» + SxZ. {**) 

Ora se L rende positivo il risultato {*) rende tale anche (**) giac- 
ché sono positive le due parti di questa somma (si rammenti che S 
è positivo): cosicché la prima derivata è positiva per x = L: ed 
analogamente per la seconda, la terza, ecc. Dunque il limite tro- 
vato con una delle regole precedenti soddisfa alla regola newtoniana, 
la quale pertanto condurrà generalmente ad un limite più basso, e 
nel caso più sfavorevole confermerà i risultati delle regole medesime:. 
Questa osservazione traccia nettamente la via da seguirsi: — 
la prima regola (IV) dà generalmente un limite grossolano, ma otte- 
nibile immediatamente; la seconda (V) un limite generalmente mi- 
nore; la terza (VI) potrà dame generalmente uno più basso. — Sia 
pertanto la equazione 

f(x)=x i — 3*' + 5**— " * + 13 = 0: 

per la prima regola é limite superiore 

il -f- 1 = 12; 

per la seconda lo è 4, giacché delle due espressioni 

Ì_-' " 
1 ' 1+5 

la maggiore è 3 ;'p*r la terza lo è 2 giacché, come si verifica fa- 
cilmente,, 

/(2) = + i 9 ; /'( 2 ) = + 53; 

/"(«) — +I34; /" 7 {2)= + 222; 



/" ( 2 ) = + 240 ; f (2) = + 120 . 
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Cosicché dal limite superiore 12 somministrato dalla prima regola 
si passa al 2 dato della regola newtoniana. 

Dalla equazione data 

si deduce la trasformata 

*"(*) — x' + 3x»+5**+ ir *+i 3 = o ' 

che non ha radici positive, perciò f[x) = o non ne ha di negative; 
e i limiti generali delle radici reali di questa equazione sono o e 2. 
Fin qui dei principi analitici fondamentali: resta ora ad indi- 
care tutti quei processi aritmetici, che ne rendano facile 1' applica- 
zione e che spianino la vìa alle ricerche successive. 
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Dividendo pel binomio x — a il polinomio 

f[x) = ax m -j-òx m - 1 +cjc m "* + .../» + .** + /, 

completo o reso tale, si ottiene in generale un resto numerico R 
ed un quoziente della stessa natura di f{x), ma di grado minore di 
una unità, quoziente che può rappresentarsi con 

9(x) = ^^-* + 5x»-' + Cx*-* + . . . Ix* + 7x + K, 

dove A, B, C, . . . I, 7, K sono coefficienti da determinarsi. 
Si ha identicamente 

/(*) = (*-«). 9 (*) + A 
ossia 

a jc* + * *•»-* + e 3f»-* + . . . -\~j x % -\-kx + l = 

=±{x — <L){Ax>*- t -\-Bx>n- t -\-Cx™->+...-\-Ix ì -\-yx-\-K)-\-R 

= A.X™-\-B |«m-* + c |a?»- , + ...+7 |af»+JCI-a!+^ 
— ^4a| — Ba.\ — la] — Ja| — K*- 

■da cui 

<^ — aj.irm-f (5 — £ — ^ a ) a?"" '+(<: — e— 5 a) #»>-* + ... + 
+ {7 — j — I x) a-' + (JST— A — 7 «) a? + R — l — AT oc 



hgitiz 



>v Google 



Capitolo quarto. , 77 



uguale identicamente a zero, qualunque sia il valore numerico par- 
ticolare attribuito ad x. Perciò questa espressione è annullata da 
quanti si vogliano numeri reali p, ossia è divisibile per il prodotto 
di quanti si vogliano fattori come x — p; prodotto che è una funzione 
intiera e razionale in x dì grado qual siasi, diverso quindi e supe- 
riore di quanto si vuole al grado di /(»): ma ciò, non è possibile 
se non nell'unico caso, in cui ciascheduno dei coefficienti nella espres- 
sione medesima sia identicamente nullo. Deve scriversi adunque; 

B — b — Ax = o, 
C—c — Bx = o, 



7~j-L* = 

K—k — y* = 

A = a, 

B = ò + Ax, 

C=e + Bx, 



R^l + kx; 



e, a parole ; un coefficiente qualunque di 9 (se) vale quello che occupa 
lo stesso posto in f(x) (contando a partire da sinistra); aumentato 
di x volte il coefficiente che lo precede in 9 (*). Ecco l'algoritmo per 
questo calcolo 

i B a b e .j k l 

[A] . . 2» xA xB ...xl *7 xK («) 

3' A B C .... 7 K R. 

Esso si compone di tre linee (i*, 2», 3») e di w + 1 colonne; nella 
prima linea si scrissero, secondo l' ordine di loro successione, i coef- 
ficienti di f(x): nella terza, direttamente sotto a, si pose ,4 = a: . 
poscia dopo aver moltiplicato A per x, si portò il prodotto A x 
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sotto ,b nella linea di mezzo (linea seconda) : si fece U somma, B, dei 
due numeri della sefcoada colonna « si scrisse B nella terza linea: 
si moltiplicò B per «, il prodotto B « si portò nella seconda linea 
sotto e; si fece la somma, C, dei due aumcei della terza colonna 
« si scrisse C «ella terza linea, ecc. 
Per esempio, per la divisione di 

f{x) = 2X* — 4.X* — 2«?-+l 
' per x — 3 sì trova 

2 — 4 — 2 i 

6 6 12 (3) 



e quindi 

o finalmente 
x* — »' + 2 * — 5 = (z + 2) far* — 2 *■ 4- 3 2* — 6.jr -f- J4) —-33- 

Se, come caso particolare, la funzione y (^) deve dividersi pera, 
ossia per z — o, allora i coefficienti di 9 (*) sono ordinatamente quelli 
di /(*), esclusone l'ultimo, che rappresenta il resto della divisione; 
cosi per esempio 

/(*) = *« — *■ + 2» — 5 = (« — o)(** — *» + 2) — 5, 

Ecc. Il calcolo precedente .acquista importanza dal fatto, che 
# r«Ji> JZ della divisione di f{%) fer » — a non è altra cosa se non 





2 2 


4 




13 


quindi 


(f {x) = 2 a?' -f- 


2X+4 


R = 


13; ' 


e conseguentemente 








2 3?' — 


-4X* — 2X + 1 = 


a; — 3) . (2 a? 


' + 2^ + 4) + i3; 


parimenti per la divisione di 










/(*) = aj«- 


-#' -)-ì«- 


-s 


. 


per x -\- 2, 
funzione, 


ossia per x — 2 si 


trova, dopo 


aver reso completa la 




1 — 1 





2 


— 5 




-2 +4 


— 6 


12 


-28 (2) 
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y(a), ossia il risultato della sostituzione in f{x) di et ad x; cosic- 
ché quando si debba procedere a sostituzioni di simile genere, può 
tornare utile valersi dell'algoritmo precedente. Se, per esempio, si 
domanda il risultato che si ottiene, quando in 

/« — a- -^ 3 »* + *•_ 7»— i 

si pone 2 in luogo di x } si procede alla divisione di f(x) per x — 2: 

i jo — 3 i -o — 7 — I 

2 4 2 6 12 io (2) 



3 



5 



il resto di questa divisione, ossia 9, è il risultato f[2). 
[1 procedimento diventa comodo specialmente quando debbansi per 
uno stesso polinomio trovare differenti e successivi valori, come, ad 
esempio, quelli che corrispondono alle ipotesi di x uguale successi- 
vamente agli intieri 



o; 1; 



3; 4; 



• -s; 4; 3; 2i 

Se, per esempio, dato 

/(*) — a* — 5*»-t- 3a! _ 7, 
sì domandano/ (3), /(»),■. .. ecco come può disporsi il calcolo: 



R]- 



— 3 


"* 


-■ 


• 


1 


- 


3 


— 8 


— 7 


.— 6 


— S 


— 4 


1 
— 3 


— 3 


24 


14 


6 





— 4 


_- 6 


— 6 


„ 69 


— *5 


- 3 


3 


" * 


— 9 


— '5 


200 


43 


— 4 


— 7 


— 8 


— *5 


— 5* 



Riguardo a questa disposizione è da notarsi che delle tre lìnee com- 
ponenti l'algoritmo precedente [A], la intermedia (seconda) è qui 
soppressa, la superiore (prima) è scritta una volta sola e surrogata 
dalla colonna intestata o e serve cosi per tutti i calcoli ; la inferiore 
(terza) è sostituita rispettivamente dalle colonne — 3, — 2,... in fondo 
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alle quali figura il risultato delle sostituzioni in f(x) del 
dal quale la colonna è intestata; cosicché 

/(3) = 200; /(2) = 43; /(7)= — 4: ecc. 

È da notarsi che le due prime linee nella disposizione precedente 
si ottengono immediatamente. - ' 

Nel caso in cui si domandi il risultato dalla sostituzione in f[A 

di una frazione irriducibile — ad x, si può seguire il processo ora in- 

dicato, applicandolo non ad f{x), ma ad un nuovo polinomio g (x), 
ottenibile da quello assai facilmente nel modo che segue. Se per 
esempio in 

/ (x) = a x* 4- b x x + e a 1 + dx -+- X* 
si fa , 

—t 



e rappresentando con 



f\rz\ = {ap* + àq.p* + e?.p , ' + dq t ,p-\-eq l )-.q i 



So ; «i ; a s ; a% ; a t 
rispettivamente i numeri 

a ; bq\ cq*; dq a ; e q* 
e con z (x) H polinomio 

«e x * +,*i*' + **** + «»* + *«; 



£)-.»:«•• 



f\ 

SÌ può quindi applicare l'algoritmo a zip), sostituendo, in questo, 
p ad x, e poi dividere il risultato ottenuto per y*: ed è evidente 
che questo procedimento, tuttoché dimostrato qui per un polino- 
mio di quarto grado, vale qualunque sia il grado di /(*). Ad esem- 
pio, domandisi il risultato/ —) per 

/(*) = **— $ x* + 3 3!~ 7 ; 

>,Sitizeot> V GOQgIe 



[•*] 



donde 



-So 3 _7 

-35 o 1029 — 16807 

2 — 66 — 132 1794 (2) 



-33 — 66 _ 897 — 15013:2401 
15013 12401 . 



f[2:7) 

Del pari se, dato il polinomio , 

/(.r) = ^ + 3** — 2** — 7* — 20, 

si cercassero i numeri in cui esso si trasforma per x uguale succes- 
sivamente a 

_3_._ 



-2; — — : — 1; ;o: 



ossia per x uguale a 



• 1- 3 .4. 
' 2 ' 2 ' 2 '" 



dopo aver osservato che i coefficienti de] polinomio z (x) sono ordi- 
natamente 

1; 3x2 = 6; oX2 e = o; 2X2* = — l6; 

7X2* = — uà; 20x2* = — 640, 

si disporrebbe il calcolo cosi: 



— 4 


— 3 


-> 


-1 


,° 


■ 


* 


3 


4 




3 


4 




1 

e 


I 

7 


1 
.8 


9 


IO 


— 8 


— 9 


_8 


-5 





7 


itì 


27 


40 


16 


" 





-11 


— ifi 


— 9 


16 


65 


'44 


— 176 


— 145 


— 112 


-IO. 


-li* 


-121 


— 80 


«3 


464 


«4 


— «05 


-416 


— 539 


-«*> 


-761 


— 800 


— 391 


1216 


* 


— 205 
3» 


— 13 


— 539 
3" 


— 


— 76i 
3* 


-25 


— 391 
3* 


38 



...[A] 
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I risultati dell'algoritmo sono quelli che trovatisi nella linea 
64; — 205 ... ; 



quelli della linea sottostante 


sono i rapporti > qei risultati medesimi 


a 2', ossiano 


numeri 


'(f> 




cosicché è: 










f{-3) = 3 


«- 


— 205 
32 ' ' " 


Se fosse dato 










/<*) = ^- 


-l*+k" 


-;-,+. 


e sì domandasse 










4)' 




si potrebbe scrivere 








f( x ) = ^_ 


20 jt* + 5 x* - 


-IO X +30 



' v ' 30 

applicare il metodo indicato alla funzione 

6x* — 20 x* -\- . . . 
e dividere il risultato per 30: ecco questo calcolo: 



6 





— 20 s 


— IO 


30 


6 





— 980 1715 


— 24010 


504210 




30 


150 — 4150 


— »W 


— 180925 


6 


30 


— 830 —2435 


— 36185 

7' 


— 323285 



In taluni casi però, specialmente trattandosi di una sostituzione 
isolata, potrà forse tornare più comodo applicare addirittura l'algoritmo 
(A) ai coefficienti frazionari di f (x) ; come anche talora, segnatamente 
trattandosi di polinomi incompleti, potrà meglio convenire di ricor- 
rere ad una tavola delle potenze dei numeri e procedere alla sosti- 
tuzione in modo .diretto. 
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Quanto ^precede conduce ad un metodo di calcolo assai spe- 
ditivo per la '-serie- dei irameri 

/(«); J-Z'Wi Tri/"Wi'-- 

Infatti, sia per esempio: 

un polinomio di "quarto grado: dividendo questo polinomio f{x) per 
* — a si ottiene un quoziente, f (x), di terzo grado ed un resto nu- 
merico Ri,; dividendo f(x) per x — a sì ottiene un quoziente, ${x), 
di secondo grado ed un resto numerico A; e cosi di seguito; tal- 
ché indicando con 6 (x) e con © (x) i due successivi quozienti, con 
A ed A, i due rispettivi resti, ed osservando che © (x) è = numero 
A, si ha la catena di identità: 

/(*) = (*- a) ? (*) + &, 

?(*) = (*-a)<K*)+A.. 

*(*)«*(*— ')«(*)'+*. ■ 

6 (*) = (*-«) *(*)+*.. 

e risalendo con sostituzioni successive dall'ultima delle medesime 
alla prima, si ottengono le espressioni 

-6(x)«=(x — «). A + & 
+ (*) = (* — «)»■ A-f- (*-«)• A + A 
T (x) = (%-*)«. A + (*-«)'• ■& + (*-«)••& + A 
/(*) = (*-«)* •*. + (*- «)' ■ *> + 

Ora, se in quest 1 ultima identità si suppone x = se + H dove H è 
una variabile,' si trova 

/(*+#)— a -f A . #+ A . j^ 1 + A . #' + -s* ■ &'; H 

ma per altra parte: 



/(« + -ff) =/(«) +Oi . /?+£^ 





I . 


2 






I. 


2-3' 


» + • 


1.2.3.4 
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qualunque sia H\ perciò dal confronto delle due relazioni (*), (**], 
in forza di quanto sì è altra volta dimostrato, si deduce. 

/M-*-/M» f/'M-A-tM. j^/" (*)=*= t(«), 

_1_ /"' («) = ^ = 6 («), — /"M = Ut = o (a). 

1.2.3 l.2.3.4 y w w w 

I numeri richiesti adunque non sono altra cosa se non i resti delle 
divisioni per x — a, dei polinomi! successivi 

f(x) ; ?(*); +(*); «(*); «(*)■ 

Cosi, ad esempio, pel polinomio di quarto 'grado 

/(*) =x* — 3 *' -f- 2 jc' — 5*— 1 
si trovano i risultati 



-/»(*)= i; 



nel calcolo dei quali può farsi uso del seguente algoritmo; 



m 



1 —3 


2 


— 5 —1 


— 2 


IO 


— 24 58 (—2) 


1 — 5' 


12 


— 29 57=/(— 2) 


— 2 


14 


— 52 (—2) 


1 —7 


26 


_8i = ìj»(-2) 


— 2 


18 


(-2) 


1 —9 


44 = 


I.2 y * ' 


— 2 


(-=) 





(-') 
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Per intendere questa disposizione si osservi: che le tre linee supe- 
riori di numeri non sono altra cosa se non l' algoritmo noto pel cal- 
colo di /{ — 2) = 57; che siccome i numeri 'i ; — 5; 12; — 29 
rappresentano i coefficienti di y (x), cosi per l'algoritmo speciale al 
calcolo di 

può servire come prima linea l'ultima del calcolo precedente, escluso 
l'ultimo numero a destra; e così di seguito. 

Se dato f(x) e data una frazione irriducibile ™ si domandano i 

• 1 . q 

risultati 



# kfcl. rMf) 



si può sbarazzare il calcolo dai denominatori, procedendo su di un 
polinomio x{x) dedotto da f{x) e tale che se, per esempio, 

f(x) =*ax t -\-èx , + cx ,i + dx+.e 
si abbia 

z (x) = «0 x* + «1 *' + <*» * ! + a > * + a i • 
dopo aver -fatto 



a t = cq*; 

a t = dq % ; 
a t = eq\ 

Infatti si è già visto che è 

. '<$-'-¥■ 

Di più si ha 

/' (*) = 4 a x* + 3 è V + 2 tf x + <f 
y (a:) = 4 <*, x* + 3 a, x a + 2 a, x + a* ; 
conseguentemente 

fl [P\_ 4a'P % + Zbq-P* + lcg 1 .p + dq* . 
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x'{t>) = 4a.p* + Zbq.f*-\-1C g* .fi + Aq % „ 
o finalmente 

. 'EH?- 

Analogamente si troverebbe 

.cosicché pel computo richiesto basta calcolare i numeri 
*(/>); \*[P)ì ~- 2 z"{p);,.. 
poscia dividere rispettivamente questi risultati per 

2*;. ?'; <?';:••. 

Cosi, dato: 

/ (xj = ** — 3 %' -f 2 x 1 -r 5 * — i 
' si trova 

come risulta dal seguente algoritmo: 



[A] 



i —3 


2 


-5 


— 1 






i —6 


8 


— 40 


-16 






3 


— 9 


— 3 - 


- 129 




(3) 


i —3 


— 1 


— 43 - 


-14!, 


l«— 


145. 


3 


o 


— 3 


(3) 


46 




I o 


— I 


— 4<>, :8 






3 


9 


(3). 








I - 3 


8, = 4 


= 2 




3 


(3) 










I 6, : 2 


= 3 




(3) 
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È chiaro che questi procedimenti aritmetici, dimostrati pel casA 
di un polinomio di quarto grado, 'valgono qualunque siasi il grado; 
talché in generale si sanno rapidamente ottenere i risultati; 

/Mi j-/'M; n /"(«);••• 

che erano appunto l'oggetto delle attuali ricerche. 
Se si domandassero i numeri 



'&) 


1. *&), 


/ 


•©■-■■ 


dato il polinomio 








/<*) = 


ì"+ x '- 


I . 

— X 

2 


+§*-■, 


potrebbe scriversi 










2I- + 6*' 


— 3. 


v' + x — 6 



applicare il metodo indicato ora per la sostituzione di - ad x nel 

polinomio , 

2*' + 6*'— 3*» + x— 6, 

e dividere quindi i risultati ottenuti tutti indistintamente per 6; ecco 
il principio del calcolo: 

2 6 — 3 1 — 6 

2 1& — 37 27. — 486 

4 44 34 122 (2) 



2 


22 17 6l — 364,: 8l 




4 52 138 (2) 


2 


26 t 69 199, : 27 




/$-=%*—».•■ 




^_a^2_ IiM ... 
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Siccome è identicamente 

/(*)=/(" + *) = /(»)+*. ^ + *'. ^ + 

T i.2.3 T ' 
cosi i numeri 

/(o); \f'(o); 7^A(o);... 

non sono altra cosa se non che i coefficienti di f{x) presi ordinata- 
mente, cominciando dall'ultimo: per 

/(*) = jx*+z' — x* — 7*+ i 
si ha 

m—r, f/'(o)=-7 

— /" (o) = - 

— - — r (o) =0 — - — r (o) — - . 

i.a. 3*4 1.2.3.4.5 ' w 2 

I calcoli precedenti trovano una utilissima applicazione nella 
terza regola data pei limiti generali delle radici di 

/te) 5=0. 

Siccome poi per la regola medesima e sufficiente conoscere i segni dei- 
numeri , 



e non importano i loro valori, così bene spesso basterà incominciare 
l'algoritmo \E\ per poter concludere subito c/te t il numero tentato è 
limite superiore. 

Tutto questo può vedersi negli esempi che seguono: 
I. L'equazione 

a:* + a: 1 — 5 a: 1 4-7* — 3 = ° 

ammette per la prima regola i limiti generali -\-6 e — 8; per la 
seconda i limiti — 8 e +4; si può tentare se +3 soddisfa alla 
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regola newtoniana: si trova, incominciando: 

i i — S 7 —3 

3 12 21 84 (£)*• 

1 . 4 7 28 81 =/(3) 

ed è inutile, proseguire, giacché si- è certi che siccome tutti i coef- 
ficienti della terza linea sono positivi, cosi pel modo speciale di for- 
mazione dell'algoritmo [B] i successivi risultati 

\f(3); ^;/"(3),.- 

saranno tutti positivi al pari di /(3); 3 adunque è limite: provisi 
il 2. 

1 1—5 7—3 

2 6 2 18 (2) 



I 3 1 9 15— /(2)i 

ed è mutile proseguire: 2 è limite superiore: provisi I: 
I _ I . — 5 7—3 



-3 4W 



-13 4 I = /(■) 

3 (.) 



1 3 O 4 = y/'(2) 

ed è inutile continuare: I è limite superiore; non lo è più, giac- 
ché due coefficienti della proposta, ossiano i risultati 



sono negativi. — Allo stesso modo il limite inferiore rapidamente 
si porta da — 8 a — 4 riferendosi al polinomio 

F{x) = x* — x* — 53:* — 7 x — 3 
e cominciando l'algoritmo per x = 7 

1 — 1 — s —7—3 

7 42 259 1764 

1 6" 37 252 1761 , (7) 

7 è limite, ecc. 
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È necessario che lo studioso, riferendosi alla questione dei li- 
miti generali, si convinca sopra un gran numero d' esempi della ra- 
pidità colla quale si applica la regola newtoniana a mezzo dell'al- 
goritmo* fi?]. 
Possono per era servire a questo scopo gli esempi seguenti : 

II. Le radici reali dell'equazione 

x* -+- 2 x* + 8 as* — IO x + i =*o 
hanno per limiti; 

(prima regola) + 1 1 e — ri 

' (seconda regola) + 2 e — 5 

(regola newtoniana) + 1 e — 3 . 

III. Le radici reali dell'equazione 

x" — x'-\-2x t — 4 3; + 3 = o 
hanno per limiti: 

(prima regola) + 5 € — 5 

(seconda regola) + 3 e — 5 

(regola newtoniana) +1 e — 2 . 

IV. Le radici reali dell'equazione 

xt + x* — i66x-\r66l =0 

hanno per limiti generali 

(prima regola) + 167- e — 662 

(seconda «gola) -f 84 ; — 662 

(regola newtoniana) + io e — 16-. 

Per passare rapidamente dal limite + 84 al + IO e dal — 662 
al — 16 non si ha a far altro che tentare se la regola newtoniana 
è verificata per numeri assai distanti fra loro; come 50, 20, ... pel 
passaggio da 84 a^ + IO [equazione data/(z) ==0]; 500, 100, 5°. 20 , 
pel passaggio da 662 a ■ f ■ 16 [equazione trasformata F{x)~ 0]: 
ciascheduno di questi tentativi è brevissimo : ad esempio ecco quello 



^Google 



Capìtolo quarto. f 



che, prova che 50 è limite 

1 " 1 — 166 661. 

50 2550 (SO) 

1 51 

è inutile continuare, ecc., ecc. • 

V. Per le. radici reali dell'equazione 

f(x) = x* — 2;c*— io x* + 30 a;' + 633;— 120 = 
si trovano i limiti; 

(prima regola) -f - ' 2 r e — 3 l 

(seconda regola) + ne — 11 

(regola newtoniana)' -f- 2 e — 3 . 

VI, Per l'equazione 

o = /"(*) = *' — 7 * s 4. 5 47* — 2x" — 8 ** — ^ 5 * + 1 

si trova; - t ^ 

(prima regola) 4-9 e — 9 

(seconda regola) |8a — 2 

(regola newtoniana) -f/e-ri. 

n computo dei numeri /"(«); — f («) ; /''(«■);••• trova 

un'altra utilissima applicazione in quanto segue: 
Siccome è 

n*+:n) -/(«)+«-. £M-+ip.£^+ 

così, dovendosi cateolare prima /(a) e poi parecchi altri risultati ot- 
tenibili eoo numeri diversi da a, uno qualunque dei quali sia espresso 
da oc + H, si potrà in ciascheduna delle sostituzioni successive, 

/(■ + #). 

attribuendo ad H il valore conveniente e ricorrendo allo sviluppo 
precedente, valersi dei numeri 

/(«); {/'(•).; r-/Wi... 
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calcolati una volta tanto, e che possono in questo caso chiamarsi 

m.m«i fissi. 

Ed ecco, in un esempio, il Iato pratico di un calcolo siffatto. 

L'equazione 

/{*) = x*-\-x l + $3* — zx* — 5* — I=0 
ha una radice.posìtiva unica; è limite superiore per questa 5+1=6 
(prima regola), . + 1"= 2 circa (seconda regola), 2 (regola 

newtoniana}; e si ha 

/(2)= + 6o; /(i)=-i; 

cosicché tale radice è compresa fra 1 e 2 : venga proposto ora di 
restringere i limiti per la medesima: i numeri da sostituirsi in/(*} 
saranno tutti compresi fra 1 e 2, saranno uguali. cioè all'unità au- 
mentata di una certa frazione H, ed il risultato di ciascheduna so- 
stituzione sarà in generale 



-H-< 



Calcolinsi perciò i numeri fìssi 



■ m - €M /no 

essi sono ordinatamente : * 

— i; 15; 29; 19; 6; 1 ; 
sì moltiplichino rispettivamente per 
v — 1; H\ H*\ H % -, H*; H % -, 

e sommìnsi i prodotti ottenuti ; nella somma si ha il risultato 

/(■+#)■ 

Cosi, se i numeri fissi vengono moltiplicati rispettivamente per 

1; 01 ; (<v)*; (o. 1 )'; (o. 1 )'; t ) 1 )' 

e se i prodotti ottenuti 

— 1,00000 
1,50000 
0^29000 
0,01900 
0,00060 
0,00001 
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sono sommati assieme, sì ottiene il risultato 

_ /(i,i)a=-f- 0,809 6ioj ' 

e siccome /(i) è negativo, cosi la radice è compresa fra i ed 1,1. 
— Del pari se i numeri fissi superiori sono rispettivamente molti- 
plicati per 

ij 0,05; (o,05)V . (0,os) a ; '{0,05)*; {o,05) B 
e se i prodotti ottenuti 

— 1,0000000000 
0,7500000000 ' 
o, 072 500 000 o 
o, 002 375 000 o 
' 0,000037 5000 
„ o, 000000312 5 

vengono sommati assieme, si ottiene il risultato 

/(i,05)= — 0,1750871875: 

e siccome /{i,io) è positivo, cosi la radice è compresa fra 1,05 
e ,i,io. 

Continuando, se i soliti numeri fissi sono moltiplicati rispettiva- 
mente per . 

1, 0,6; (0,06)*; (0,06)'; {0,06)'; (0,06)' 

e se i prodotti ottenuti 

' — 1,0000000000 
o, 900 000 000 o 
o, 104 400 000 o 
o, 004 104 000 o 
o, 000 077 760 o 
o, 000 000 j-jj 6 
si sommano insieme, si ottiene : 

/(i,o6) = +0,008582 5376, 

e siccome /(i,og) è negativo, cosi la radice richiesta è compresa 
fra 1,05 ed 1,06, ecc. 
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E chiaro però che in una questione come quella : che pre- 
cede, non importa conoscere il valore completo della sostituzione 
f{<*.-\-JH), basta conoscerne il segno: a questo pure si presta assai 
facilmente il metodo attuale. 
Per «sempio, dato il polinomio 

/(*) = 21 ** — 20 *• — 9 x + 4. 

si ricava, cominciando le sostituzioni per x = i 

/(0 = -4; /'(■) = + 36; 

ecc. (i risultati seguenti sono tutti positivi). 

Or bene, "si domanda: /(i,2) è positivo o negativo? 

Si ha • . 

/(I,2) =/(!)+ 0,2/' (I) + ... 

= — 4 + 7>20 + numeri positivi --numero positivo. 
— Del pari il polinomio 

f(x) = 7*»— io* 4 — gx*-\-Zx — s 
che per x=i fornisce, cominciando l'algoritmo 



(i risultati seguenti sono tutti positivi), è positivo o negativo per 

*=I,2f 

Hassi 

/"(') | 
' 1 .2 """ '" 

= — 9 — 0,2 x 8 -f- 0,04 x 36 -)- numeri positivi 

= — 9 — 1,6 + 1,44 + numeri positivi 

= risultato presumibilmente negativo, come in questo caso si può 
verificare difatti completando la sostituzione. 
— L'equazione 

/ (x) = x* + 2 *• -f 3 x — 7 = o 

ha un sola radice positiva f, è limite superiore (regola newtoniana) 
2, e si trova 



/(2) = + 575; f{t) -I; 
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dunque a è compreso fra I e 2; si tratta di serrare^ questi limiti. 
Cominciando l'algoritmo per #== 1, si trova « 

/(.) = ->; ì/'(l) = + 22; -L/l'(i) = +5 6; 

ecc. (risultati tutti positivi). 

Ora per x= i,i,/(i,i) è positivo o negativo? 

/(L'I -/(') + °.i/'.(") + C' 1 )*- TT + ■ ■ ■ 

ss — 1+2,2 -|- numeri positivi = risultato positivo : la radice p è 
dunque compresa fra 1 ed .1,1. 

Continuando, il polinomio è positivo o negativo per «=1,05? 
Hassi « 

/(LOS) =/•(■)+ 0,05 .^H + (0,05)' /-^ + ■■■ 

= — 1 -J- i,tO + numeri positivi: la radice cercata è dunque com- 
presa fra 1 -ed 1,05. 

Proseguendo, il polinomio dato è positivo o negativo per x = 1,04? 
si ha 

/(i,04) =/(i) +0,04. ^H + (0,04)* ■ ^T + ' ■ ' 

= — 1 + 0,88 + 0,0896 + 0,006656 + numeri positivi - 
= — 1 +0,976256.. . 

Il risultato molto presumibilmente è negativo: del- resto è facile ve- 
rificarlo completando qui il calcolo. Conseguentemente per la radice 
cercata vale la limitazione 

I,04<p<i,05. 

Talché si è arrivato assai rapidamente sino ai centesimi della radice 
positiva unica di 

/(*)== *' + 2 * s + 3 * — 7=o. 

Questo metodo, del quale si farà grande uso in seguito, può chia- 
marsi metodo dei tentativi dì sostituzione. 

Una questione più generale- della precedente, e che si presen- 
terà più innanzi, è quella di far servire la conoscenza dei numeri 
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al calcolo non solamente di 

A' + ff), 

ma eziandio a quello di 

/(* + /0, /"(« + #), 

Ed eccone il modo: 
Si ha identicamente 

=,.£>} + „.. -Oli- 



re.. +/n -/(«)+ //./«+ h"'-^ + H, -rri + 

T I.2.3--T 

+ /7-.™+.. 
- 1.2.3 



/"(*+#)= rw+. 

Ed è chiaro che se si dispone l'algoritmo: 

Linea fond.* /(«) f (a) f" (a) /'" (oc) /" (*) . 

,. g-/ f («) //./'(*) #./'"(*) H.rw 
1 1 1 1 

. ' H.H.f"{^ H.H. /"'(•) H.H.fjé) 

1.2 1,2 1.2 

[C] 
, H.H.B.fi'W H.H.Hf(i) 

1.2.3 1-2.3 

. H.H.H.H.fdi) 
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— - nel quale il termine di posto tf*** (si conta a partire da sinistra) 
di una qualsiasi delle linee, esclusa la fondamentale, è il prodotto 
per H del termine (« -|- i)*""* della linea immediatamente superiore 
a quella che si considera, prodotto diviso pel numero d'ordine pro- 
gressivo di quest'ultima linea — ; le somme dei termini contenuti 
nelle colonne sono rispettivamente: 

/(« + //), fi* + H), f"^ + H), /'"(« + #),... 
Ecco l'uso che sì farà in seguito' di quest' algoritmo. Si troverà ad 
esempio, con metodi che si svilupperanno più innanzi, che l'equa- 
zione . ■ ■ 
. o==F{x) = 8^' — 4'a? — S , • 

ha la sua unica radice positiva p compresa fra 1,0471 ed 1,0473; ed 
allora si richiederà di eseguire le sostituzioni ' 

^(1,0471) e' ^(1,0473): 
e di' più di rinserrare i limiti nell'ultima cifra, in modo cioè che 
essi non differiscano se non dì una unità dell' ultima specie.. Sup- 
posto a = 1,047 s ' calcoleranno i numeri: 

F (1,047) = — 0,006153416 
F' (1,047} = 22,309016 
- F" (1,047) = SO,256 
^'"(1,047) = 48 
e in base ad essi si svilupperanno i tre successivi algoritmi. 





-0 


006 153416 


22,309016 


5<». »S6 


48 






° 


002230901 6 


0,005 025 6 


0,004-8 


(ff=o 


DODI) 




■> 


00000025' i8 


0,00000024 













000000000008 










(•) 


-. 


003922263 112 


22,31464184 


50,2608 


48 






° 


002231404 184 


0,005 ° 2É oS 


0,004 8 


(*=«, 


.00.) 




« 


000000251 304 


0,000 000 24 










■ 


000 000 000 008 










(**) 


-0 


001 690607 616 


22,319068 16 


50,265 6 


48 






° 


002231 906816 


0,00501656 


0,0048 


(ff=», 


.001) 







000000251328 


0,00000024 













000 000 ooo 008 










m 


• 


000 541 55» 536 


22,32409496 


50,2704 


48 
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— Il primo di questi algoritmi si riferisce al caso di * — 1,047 c 
di // = 0,0001; perciò esso conduce ai numeri 

^(1,0471); F'It.Otfi);... 

i quali trovatisi nella linea (*). 

— Il secondo di questi algoritmi , considera il caso di « = 1,0471 
e di H = 0,0001 ; con esso si ottengono i risultati 

F (1,0472)1 ^'(1,0472);... 

che sono quelli disposti nella linea (**). 

— Il terzo algoritmo finalmente considera il caso di a = 1,0472 e 
dì II—- 0,0001 e conseguentemente fornisce i risultati: 

^(1,0473); F'[}flA7Ì)',--- 

che trovansi scritti nella linea (***)._ 

— S'intende facilmente il modo di formazione delle diverse linee in 
ciascheduno di questi algoritmi, quando si pensi a ciò che venne 
detto dianzi in generale; per esempio j numeri della seconda linea 
(esclusa la fondamentale) del secondo algoritmo si ottengono cosi : 

0,005 026 08 

- X 0,0001 = 0,000 000 25 1 304 



l'unico numero della terza linea dell'algoritmo medesimo in questo 
modo: 

0,000 000 24 

> - xo,oooi =0,000000000008: 

3 
ecc. 

Siccome F [1,04.72) è negativo ed ^"(1,0473) è positivo, cosi per la 
radice richiesta dell'equazione 

8x* — 40? — 5 = ' 
vale la limitazione 

1,0472 <p< 1,0473; 

e di più si conoscono ora i numeri 

^(1,0472); ^(1,0473); ^'(1.0473) 

necessari, come si vedrà in seguito, per poter continuare il calcolo 
della radice. 
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— È ben da notarsi qui che i risultati 

i^i,o47); -P (1,0+7); P n tìfi4flì. 

i quali hanno servito di base al calcolo precedente, possono dedursi 
con un calcolo simile partendo dai numeri 

^■(1,04); ^(1,04),... 

■e questi alla loro volta partendo dagli altri 

Insomma mediante l' algoritmo £C] si può in generale valersi dei ri- 
sultati ottenuti sostituendo nella serie 

/<*); /'(*); /"¥);■■■ ' 

,-ad x un numero semplice a, per calcolare i risultati della sostituzione 
ad x di un numero successivo a + H, dì quante cifre si vogliono. 

Se si considera attentamente quanto si è fatto sin qui, si vedrà, 
che si sono potute conoscere rapidamente limitazioni assai vicine 
per l'unica radice positiva dell'equazione 

/ (se) = x° + &* + 5 #* — 22?*— 52: — 1=0, 
e dell'altra 

/(a?)=a?* + 2a? b + 3 3? — 7 = °; 

e che nello stesso modo potrà procedersi, ogniqualvolta da un solo 
cambiamento di segno in f(x) o in F{x) sarà accertata resistenza 
di un' unica radice positiva o negativa della proposta 

f(x) = o. 

Questo accade talora quando l'equazione si riferisce ad un proble- 
ma di scienza applicata; ed è cosi per esempio della equazione 

x* + 2 x* -j- x* — 9,1236.0? — 4,5618 = o, 

là quale si riferisce ad un problema dì idraulica, e la cui unica ra- 
dice positiva è compresa, come si trova tosto applicando i metodi 
precedenti, fra 1,43 ed 1,44, 
E cosl*del pari dell'equazione 



a?' — 0,0081. x — 0,0163 =o, 

D, B it,zeot>yGoÒgfè 
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la quale ha rapporto con un problema di resistenza dei materiali, e 

la cui unica "radice positiva cade fra 0,26 e 0,27, ' 

È cosi in terzo luogo per la equazione ' , 

x* — 0,00251 '.a: — 0,0314 — q, * 

la quale si riferisce ad un problema di tecnologia del calore, e la 
cui radice positiva trovasi tosto compresa fra # 

0,50 e 0,51, ecc. 

Anche in taluni casi specialissimi, nei quali le variazioni siano più 
d'una, può dexfursi qualche* cosa di, definitivo riguardo alle radici. 
Ad esempio l'equazione 

, f(x) = x l — 4#' — 3ar-f-2Z = o 

per la regola di Descartes ha due radici positive al più, alle quali 
la regola newtoniana assegna il limite 4 e si ha. 

•/( 3 ) = _I 4 ; /(4) = + l0. 

Ora in generale fra 3 e 4 potrebbe esistere un numero dispari di 
radici; ma siccome le radici possibili in questo caso speciale sono 
due soltanto, cosi fra 3 e 4 esiste una sola radice della proposta ; 
l'altra si verifica che è 2. Del pari, l'equazione 
f{x) = x l — 5^+3=0 

ha due radici positive al più; il lìmite superiore ottenuto colla re- 
gola <iewtoniana è 2, e si ha 

/(2) = i ed /(i) = -i; 

cosicché fra 1 e 2 può esservi un numero dispari di radici; il che 
non è conciliabile col caso attuale, se non ammettendo che fra 1 e 2 
ve ne sia una sola: l'altra esiste fra I e o, giacché 

/(■) 1, /(o) = + 3 ; 

Inoltre sì deduce 

F{x) = x*— $x — 3=0, , 

che ha una sola radice positiva fra 3 e 2: dunque, raccogliendo, 
la proposta ha tre radici reali; una fra — 3 e —2; una seconda 
frio ed 1, ed una terza fra I e 2; etc. 



w Google 



Ma jperò nel. caso generale, in cui/{(r) preseritar pi^. 'varia- 
zioni, ì soli principi) prece'dentì nqn bastano a, risòlvere completa- ' 
mente la questione: non si sa decidere se fra due risultati dello 
stesso "segno esistano ... 4; 3; o radici, e se fra due di segno op- 
posto ne esistano . . . J ;, $ ; i ■ Il passaggio dai ljmiti generali — U 
'■e-fi,i quali comprendono tutte le radici reali, di • 

/W-o ' . - 

a tante coppie dì limiti, ciascheduna delle quali comprenda una sola 
di esse, è quanto dicesi la separazione delle' radìciì ed è in ciò che con- 
sìste la difficoltà vera della ricerca delle radici, e superata questa, il 
problema è risolto.'— A tal fine si ricorrerà a nuovi principi de- 
sunti dalla, rappresentazione geometrica del polinomio f(x), rap- 
presentazione della quale trattano Ì capitoli seguenti, dal quinto al 
nono. 
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Per determinare la posizione dì punti situati in un piano si 
può far uso del metodo seguente. — Si segnano sul piano due 
rette fìsse perpendicolari, e si misurano le distanze alle quali si 
trova, tanto dall'una quanto dall'altra, ciascheduno dei punti dati. 
Cosi se x ed y (fig. i) sono queste due rette fìsse {assi; asse delle 
X ed asse delle y) ed il loro punto d'intersezione [origine], la 






posizione del punto qualsiasi M, situato sul piano delle due rette 
fisse, viene determinata misurando la distanza 



e quella 



P M = TTQ del punto da x 
. QM = rQ da y; 



a queste distanze converranno numeri o intieri o frazionari, o limi- 
tati fra due frazioni tanto prossime quanto si vuole; insomma nu- 
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meri quaUiansi della' serie reale da o "a -f-00. — Viceversa, segnati 
in modo invariabile i due assi sul piano, la conoscenza dei numeri 
relativi alle distanze P M e Q M, che corrono fra ciascheduno degli ' 
assi medesimi ed un punto del piano, serve alla determinazione del 
punto; cosi se, per esempio, QM vale quattro e jPM cinque unità 
lineari, si stacchi a partire da sull'asse x il segmento Ò"P lungo 
quattro, e sull'anse y il segmento OQ lungo cinque, adottandogli 
queste operazioni una certa scala comune ad arbitrio; dagli estremi 
.Pe Q cosi ottenuti si conducano le parallele ad x e ad y; il punto 
in cui queste parallele si segano è il punto M, distante quattro unità 
da y e cinque da X. — Però i due assi x ed y, segandosi, determi- 
nano non solamente V angolo retto considerato sin qui, ma bensì i 
quattro angoli della fig. 2 (superiore a destra, superiore a sinistra, 
inferiore a destra, inferiore a sinistra per un osservatore che guardi 
la figura) ; talché in realtà quando si avessero a considerare i quattro 



H 
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punti M, M', M", M'", vertici del rettangolo i cui lati sono, uno 
il doppio di ¥~$f, l'altro il doppio di QM, si troverebbero per ciasche- 
duno dì essi quelli stessi numeri trovati per M; e reciprocamente, 
volendo costruire il punto, pel quale si assegnano speciali distanze, 
sì otterrebbero quattro soluzioni del problema {M, M', M", M'"). 
Affinchè adunque la posizione di un punto del piano fosse fissata 
senza ambiguità, occorrerebbe indicare fra i quattro angoli definiti 
dianzi quello in cui il punto giace o deve essere collocato: ed è 
quanto si ottiene a mezzo della seguente convenzione sui segni. 

Una retta (ossìa una direzione e la direzione opposta) può con- 
siderarsi come il luogo delle posizioni occupate successivamente da 
un punto che, seguendo costantemente la medesima, scorra in modo 
continuo sul piano {in un senso o nel senso opposto): — e un seg- 
mento di retta quindi può riguardarsi, come una porzione limitata 
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di tale luogo. È sotto questo punto, di vista che si considerano i 
segmenti 0~P, 0~Q, OP' ed ~Ó!£ e qualsiasi altro staccato siili' asse 
x e sull'asse y; come generati, cioè, da un punto che seguendo 
l'una o l'altra delle direzioni, alle quali i segmenti medesimi ap- 
partengono, parte da un estremo di essi e va all'altro estremo. 

Nulla di più naturale intanto di convenire che l'estremo, dal 
quale parte il punto mobile generatore, sia per Jutti i segmenti 
quello stesso punto in cui si segano gli assi. Ciò ammesso, per 
generare 7TP, è necessario che il punto mobile vada da O verso 
destra, mentre per generare O P' è necessario che il punto mobile 
proceda da verso sinistra: i due segmenti "(TP ed OP' quindi, 
quantunque lunghi egualmente, sono descritti da punti che seguono 
direzioni opposte; ed è quanto analiticamente si conviene di distin- 
guere coli' attribuire loro segni opposti; cosi se OP vale quattro 
unità positive, ossia 4- 4; OP 1 vale quattro unità negative, ossia — 4. 
Del pari, per ottenere il segmento OQ, è necessario che il punto 
generatore scorra da verso l' alto, mentre per ottenere Ò~Qf è ne- 
cessario che esso vada da verso il basso; i segmenti O Q ed -S>"<5 ! 
quindi, quantunque lunghi egualmente, vanno considerati, geometri- 
camente come aventi direzioni opposte, ed analiticamente, come aventi 
segni opposti; cosicché 0~Q vale cinque unità positive, ossia + 5; 
ed OQ cinque unità negative, ossia — 5. Talché le due distanze 

pel punto M sono -4- 4 e -f- 5 

pel punto M' sono — 4 e -4- 5 

pel punto M" sono — 4 e — 5 

pel- punto M"'soao +4 e — 5 ; 

e in questa guisa ciascheduno dei quattro punti ha una caratteristica 
a sé, che lo distingue perfettamente dagli altri tre. 

Concludendo adunque; un punto del piano è perfettamente 
determinato e non può confondersi con alcun altro, quando le di- 
stanze che il medesimo ha dai due assi vengano assegnate non solo 
col loro valore assoluto (come sarebbe il caso in determinazioni di 
lunghezze, di aree, ecc.); ma anche con un segno + ° — cne at * 
tribuisce al punto una posizione relativa speciale. È ben da notarsi 
che la convenzione precedente corrisponde alla convenzione dei nu- 
meri negativi fatta in aritmetica generale ; e che in forza della me- 
desima si è in grado di staccare o sull'asse x o sull'asse y un seg- 
mento misurato da un numero qualsiasi della serie reale da — co 
a +00. 1 
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Ili generale le due distanze a e p del punto J/,dai due assi, 
prese in questo senso lato, diconsi le coordinate di M; e più pre- 
cisamente a l'ascissa x> la w, e p l'ordinata o la y; per indicare 
ciò si fa uso della notazione' M (a. ; P) o (» ; P) : la notazione più ge- 
nerale (a?; y), in cui x ed y possono essere qualsiansi, rappresenta 
uà punto qualunque fra tutti quelli determinati per mezzo delle loro 
distanze dai due assi speciali x ed y; mentre la notazione (&'; y') 
esprìmerebbe la stessa cosa, ma quando i due assi fossero le rette 
a/ ed y'. 

I, Il punto (o; P) giace' sull'asse y sopra O o sotto 0, secon- 
dochè p è positivo o negativo, e si ottiene staccando sull' asse stesso a 
partire da un segmento di p unità (positive© negative): analo- 
gamente il punto (a; o) giace sull'asse a? a destra o a sinistra di 
0, secondo che a. è positivo o negativo, e si ottiene staccando sul- 
l'asse stesso a partire da il segmento di a unità (positive o ne- 
gative): il puBto (o; 0} è l'origine O. — 

I due punti M($, o), M' (1 ; o) (veggasi la fig. 3) giacionp sull'asse 
£c, entrambi a destra di 0, eia loro distanzn Mf M vale 
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i due punti M($; o), M' (Ì~; o) giacrono sull'asse x, il primo a 
destra di 0, il secondo, a sinistra; come scorgesi nella figura, la 
loro distanza (nel computo della quale deve considerarsi unicamente 
l'aggregato delle unità, indipendentemente dai segni) vale evidente- 
mente 3+2, ossia 3 — 2; — i due punti M{^;o), M' (6; 0} 
giaciono sull' asse x entrambi a sinistra di 0, e la loro distanza 
M'M vale evidentemente unità 6 — 4, ossia unità 4 — 6. 
Se si confrontano i risultati ottenuti per la distanza M' M nei tre 
casi numerici trattati; ossia i risultati 

3 — i; 3 — 2J ^ — fi- 
si vede che, in forza della convenzione dei segni, V espressione della' ■ 
distanza fra i due punti dati situati sull' asse x è costantemente, eo- 
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munque siano collocati questi punti rispetto all'orìgine 0, la diffe- 
renza che passa fra l'ascissa maggiori e la minore: cosicché in ge- 
nerale la distanza 4/' M fra i punti ^(ajo) ed M* (a';0) è a — a' 
se a è >«'. E evidente Inoltre che avviene lo stesso per due punti 
situati su una parallela all'asse m: per esempio, se tale parallela è 
condotta per B essendo OB — fi, è certo che tutti i punti giacenti 
sulla medesima, hanno la stessa ordinata, e due dì essi possono rap- 
presentarsi con (a ; (J) ed (*' ; fi) ; ad essi è perfettamente applicabile 
quanto fu detto precedentemente, relativamente aì due punti situati 
sull'asse z; ossia la loro distanza è in ogni caso rappresentata da 
x — «.'. In generale adunque la differenza fra le due ascisse {la mag- 
giore meno la minore) rappresenta la distanza fra due punti situati 
sul fi asse x o sopra una parallela a questo. È appena necessario ag- 
giungere, che una conclusione affatto analoga si ottiene per due punti 
situati sulf asse y o sopra una parallela a questo ; ossia eh e la distanza 
fra i medesimi è sempre la differenza fra le due ordinate {ordinata 
maggiore meno ordinata minore). 

H. Se «, P, a', p" sono numeri positivi, i punti M(a; fi), AP (*'; fi') 
cadono nell'angolo retto superiore a destra. Portati a posto questi 
punti (fig. 4) e guidata M' N parallela all'asse », N M vale fi — $', 



*X" 




M'N,x — x' ed W18*, (« — «')' -f- (fi — fi')*; donde ricavasi che 
il numero da cui è misurata la distanza M' M dei due punti dati 
è uguale a 



vi* -«r + e -!>')■• 

Questa Corniola, dimostrata nel caso, in cui i due punti M' ed M 
cadano nell'angolo retto superiore a destra, è vera, e non è necessario 
provarlo direttamente, in generale dovunque si trovino i punti M ed 
M'; giacché sarà in ogni caso possibile costruire il triangolo M M' N\ 
i punti M',N si troveranno Sempre sopra una parallela all'asse x, 
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quindi la loro distanza M' N per quanto fu detto precedentemente 
varrà costantemente a. — a'; del pari ì punti M N, cadranno sempre 
sopra una parallela all' asse y, quindi la loro distanza JV AÌ verrà 
data da f); — fi': e finalmente la richiesta lunghezza M' M sarà in 
ogni caso espressa dalla formola trovata dianzi. Se, per esempio, i 
punti dei quali cercasi la distanza sono __"(2 ; 2) ed Af(ì;J) è 



XFW= \j (2 — _)■ + (2 — 3)' — s,83 . . . 

1 III. Sul piano sono segnati gli assi perpendicolari a, ed y se- 
gantisi in O (fig. 5): si individua il punto C (n; p) e per esso si 
guidano le, rette x 1 ed y, rispettivamente parallele ad _ e ad y. Un 
punto qualsiasi .del piano può riferirsi ora indifferentemente o ai 



F * 

_ y . _____ 



primi o ai secondi 'di questi assi e denotarsi perciò o con (x;y) o 
con {x'ìy). Quali relazioni esistono frale coordinate {*;y) e quelle 
{ x 'i y') dello stesso punto qualsiasi /,? Giaciano O ed il punto qua- 
lunque / nell' angolo retto superiore a destra, formato dagli assi x 
ed y. Se IP è normale all' asse % e sega x? in _ v , si ha 



OP 


-ZT5 + 5-?- 


n + CP 


77 = 


= ffV +P T 7= 


--f + m 


X = 


= n-\- x\ x 


= X B 


y- 


= />+/. / 


-J'-.i»- 



Queste relazioni, dimostrate vere nel caso speciale in cui (7 ed / 
cadano nell'angolo retto superiore a destra, sono vere — e non è 
necessario dimostrarlo — comunque siano collocati questi punti ri- 
spetto ad 0; e ciò per le espressioni generali delle distanze fra due 
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punti situati su una parallela ad x, e su una parallela ad y. Cosi, 

per esempio, il punto 1 2 ; — 1 , ossìa il punto determinato dalle due 

relazioni simultanee x= — z\ y = 0,5, riferite ai nuovi assi x 1 ed 
y, la cui origine è 0'{f,-'$), ha. per coordinate 

*' = — 2 — 1 = — 3 ; 
' V=j + 3 = 3'/.- 

il punto (5 ; J), ossia il punto per cui è x = 5, y = — 3 riferito ai 

nuovi assi a^ ed _/, la cui origine è Qf\ I 7 ; 4 ] ha per coordinate 

x' = S—7 = —2 

/ = - 3+ |=_2|-, ecc. 

E necessario che lo studioso noti, come la convenzione, fatta sui 
segni, la quale ha condotto ad una precisa determinazione del punto 
per mezzo delle sue coordinate, permetta eziandio di considerare le 
questioni sotto un punto di vista generale, e di raggruppare in una 
sola forinola vari casi che altrimenti esigerebbero una forinola spe- 
ciale per ciascheduno. In accordo colla convenzione medesima poi 
si chiamerà in seguito regione delle x {delle y) positive negative 
quella fra le due parti del piano, determinate dall'asse* {dall'asse y), 
nella quale cadono le ascisse (le ordinate) positive, o negative. 
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' Se ,si stabilisce u'nacondizione fra l'ascissa e l'ordinata; per 
esempio, se si vuOl£ che>%ia / • 

' ' ordinata = ascissa -|~ t, ■ 
o, come .si suole scrivere, 

> = «+!, 

è chiaro che non tutti ì punti del piano' possono soddisfare alla 
medesima, giacché, per esempio, tra i punti in numero infinitamente 
grande, che hanno la stessa ascissa i, risponde al caso quel solo 
la cui ordinata si ottiene dalla relazione precedente, ponendo in essa 
l'unità invece di x; ossia il punto d'ordinata 2: — def pari di tutti 
i punti, in numero infinitamente grande, aventi l'ordinata 1 soddi- 
sfa alla condizione precedente quel solo, la cui ascissa si ottiene da 

y = x-\-i facendo y = — I, 

ossia la cui ascissa è 2: — e in generale un punto del pìauoJf (a; fi) 
non conviene alla condizione posta se non è identicamente [i = 1 -j-ct. 
Dunque la condizione y = x-\-\ rappresenta una serie speciale di 
punti situati sul piano, ad esclusione dì tutti gli altri. Essa è un caso 
particolare di una relazione più generale, 

py = a'x-\- 6', 
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dove p, a', V sono tre numeri, ed y ed x rappresentano l'ordinata 
e l'ascissa di qualsiasi punto che convenga alla medesima: questa 
relazione può porsi sotto la forma 



ossia, /facendo 

d':J> = 



*:/. 



Pertanto a questa condizione non soddisfa il punto M(x\$) del 
piano, se non è identicamente $ = at*.-\-b: essa, adunque rappre- 
senta un luogo geometrico : qualunque numero della serie reale da 
— oo a tJ-oo, preso per ascissa, conduce ad una, e ad una sola 
ordinata; e in forza, della legge di continuità, cui va soggetta la 
funzione a x -f- b, si possono individuare punti di questo luogo vicini 
tanto quanto si vuole. Se è identicamente , 

=ax + ò, 
p> =a«.' +è, 

£" = <! (*"•+,}, 
sono 

(*i P)i (■'; ?'); (»": P") 

tre di questi punti : si individuino i medesimi sul piano, facendo (fi- 
gura 6): 

ZT?=a; 7Sr=P; ff7'=«'; 
PMi — f,'; Z77" = a"; fi M" = f" : 






per ^/' ed M" si conducano le M' Q ed J/" ^E parallele all'asse s'- 
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risulta 

H T X) = <*. — u.' , ^ 7 TS=ix' — a", 




^W = ^~ p', np-ff-p", 




e si deduce dai triangoli rettangoli M M' Q, M- M" R : 




tang.JfJf'.fl* 3 !— £; taag.Jtf'M"R'=^ r = -^7i- 





Ma le identità precedenti . 

p = aa + £, p' «.««' + J, y — maf+i, 
sottratte due a due, forniscono 



donde 



e perciò 



-fi' P'-p» 



tang. .jWW Q = tang. Jf' M" R = a 



angolo JWJJf Q = M M" R: 



■quindi è una sola la direzione dei due segmenti M" M', M' M; in 
altri termini * tre punti M, M' M" sono in linea retta : e questo si veri- 
fica, comunque si scelgano e per quanto siano vicini i tre punti me- 
desimi; cosicché, concludendo, il luogo geometrico di tutti i punti 
le cui coordinate soddisfano alla relazione 

( y = a x-\-b 

è una linea, retta, g. 

Dei due angoli che essa forma coli' asse x uno ha per tangente tri- 
gonometrica a (l' angolo M M' Q sulla figura) ; di più, siccome, con- 
dotta dal punto B, in cui g sega l' asse y, la B S parallela ad x, 
risulta 
OB = 7S = 7T3?— SM=T~M — WS tang. MB S = fi — a x = b ; 

cosi detta retta sega l'asse y alla distanza b dall'asse x, ossia, come 

si dice, ha b per ordinata all' origine. 

Per esempio, la retta rappresentata dalla condizione 

> — ajr+x, 
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sega l' asse y in B (fig. 7) e si ha O B = 1 ; ossia la retta n 

ha I per ordinata all'origine. 

Per x = 1 si deduce y = 3 dunque M(l ; 3) è un altro suo punto : 

l'angolo acuto MBx" ha per tangente trigonometrica 2 : I = 2, ossia 

il coefficiente di x nella equazione y si x ^f- 1. 



La retta _y = — 2 * — 3 sega l'asse y al punto B di ordinata — 3, 
ossia ha 3 per ordinata all' origine. Per x = 1 se ne deduce y = — 5 
e quindi il punto N(i ; 5 ) è un altro punto della medesima, la quale 
è rappresentata quindi in SB N. 
Si ha in questo caso 

tang. SB' x" = — tang. x" B N 

e siccome x" B N è acuto e B Jt vale una unità, NR due unità, 
cosi 

tang. x" B N-= numero positivo =2:1=2, 
e conseguentemente 

' tang. SB' x" = — 2; 

perciò dei due angoli che la retta fa coli' asse x è in questo caso 
l'ottuso, quello la cui tangente vale il coefficiente di x nella equa- 
zione. 
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Dai due esempi precedenti si può scorgere intanto che la con- 
venzione sui segni non lascia alcun dubbio sulla posizione del punto 
in cui la retta sega l'asse y; ma che è necessario indicare precisa- 
mente quale dei due angolf, che la retta rappresentata dalla condi- 
zione y = a x -|~ b forma coli* asse x , sia in ogni caso quello la cui 
tingente vale a. Perciò l'osservatore, che ha il suo occhio al diso- 
pra del foglio del disegno, fissi un punto qualsiasi della retta g; 
guidi per esso la parallela all'asse x; consideri quella parte della 
g, "che trovasi al disopra di tale parallela; supponga che questa parte 
ruoti attorno al punto fissato, nel senso degli aghi di un orologio, 
sino a coincidere colla parallela condotta. La porzione di piano ge- 
nerata da tale parte della retta nella sua rotazione è l'angolo la cui 
tangente vale a, e si converrà di chiamarlo l'angolo che la retta 
comprende coli' asse x. 
Così per la retta 

y f = I + 2 X (fig. 7) 

si fìssa il punto B, si conduce la Bx' parallela ad x; si considera 
la parte B M al disopra di x 1 ; l'angolo MBx', che la B M genera 
ruotando nel senso degli aghi di un orologio sino a coincidere con 
x', ha per tangente 2 : per la retta 



si fissa il punto B', si conduce B x" parallela ad x; la parte B S, 
ruotando ne^ senso degli aghi di un orologio sino a coincidere con 
x", genera l'angolo SB x' 1 , la cut tangente è a. — È chiaro che in 
particolare il punto fissato può essere quello in cui la retta g taglia 
l'asse a?: allora la parallela, alla quale si è accennato dianzi, none 
altra cosa se non 1' asse stesso. 

I due coefficienti a' e è, in forza di quanto è nettamente sta- 
bilito, valgono a determinare la posizione della retta 

y = ax + 6 

e possono chiamarsi le costanti della medesima; e precisamente a la 
prima, è la seconda, costante. 

— E appena necessario avvertire che qualunque retta è rappresen- 
tata da una relazione di primo grado fra x ed y. Infatti, se è data 
la retta g {fig. 6), un punto qualunque N della medesima ha per 
ascissa ZT7, e per ordinata* 

TN=?ì£-\-T1$=*77~B!\-B~Z tang NBL = &B + Ztftang NBL; 

D«ig»dbyG00gIè 



dunque 

* Ordinata — Ascissa . tang NBL + B ; 

la relazione è la stessa e le costanti sono sempre l'ordinata all'orì- 
gine e la tangente trigonometrica dell'angolo che la retta comprende 
coli' asse x. • - 

Siccome i punti che soddisfano alla condizione 

y = ax -\-b 

possono essere tanto vicini quanto si vuole, così si può ammettere 
che sia un solo punto mobile quello che, scorrendo sul piano in una 
certa direzione (o nella direzione opposta), per esempio da sinistra 
verso destra (o da destra verso sinistra) descriva la retta g. 
La condizione 

y = a x -j- b 

dicesi equazione della retta: ed è da notarsi qui adunque, che il più 
semplice dei polinomi algebrici 

f{ x ) = ax* -{-è. »-* + ... ; 

studiati in questo lavoro, cioè il polinomio 

a x -\- è. 

è geometricamente rappresentato da una retta. 
I. La condizione 

y = 2 — X 

rappresenta una retta, per la quale il valore della prima costante a 
è = — I, e quello della seconda b è = 2 ; questa retta comprende 
coli' asse delle x l'angolo, la cui tangente trigonometrica vale T (l'an- 
golo di 125 ) e sega l'asse v nel punto situato nella regione delle 
y positive alla distanza 2 da o. 
Supponendo 

*=. ..I; ì; o; i; ' i; 3; 4;... 
si trova 

y = ..-4; 3; 2; 1; o; 7; 5,.. . 
e perciò i- punti- 

(I; 4), (7; 3), (°l 2), (li 1) (2; o),. (3; -;>,... 

sono altrettanti punti del luogo: fra questi è da notarsi il punto 
(2; o), nel quale la retta sega l'asse x, giacché l'ascissa 2 soddisfa 
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alla condizione: 



Lo studioso può individuare questi ed altri punti della retta sul 
piano. 

II. Sono degni di nota i casi seguenti: — alla condizione^ = £ 
soddisfano tutti i punti, che giacciono sulla parallela all'asse x, con- 
dotta alla distanza p da questo asse: ossia / = P è l'equazione di 
tale parallela; — alla condizione x = <*■ soddisfano i punti che giac- 
ciono sulla parallela all' asse y, condotta alla distanza a da questo 
asse; in altre parole x= a. è l'equazione di tale parallela. 
Come casi particolari di questi, _ji = oè l'equazione dell'asse delle 
x; x-=o quella dell'asse della y. 

III. Per segnare una retta, della quale sia data la equazione, 
per esempio, la retta 

y = — 23+ 3, 

si può procedere in più modi. 

SÌ individui {fig. 8) il punto B (o; 3), staccando a partire da sopra 




Oy il segmento 3; vertice B, si costruisca il triangolo rettangolo 
D CB, i lati del quale, rispettivamente paralleli agli assi, sono lun- 
ghi, C B una unità e DC due unità, prese in una scala comune 
qualsiasi: BD è la retta richiesta. — Infatti essa passa per B(o; 3) 



. 
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ed inoltre si ha 

tang DBE = — tang CSD = — 2 ; 
e. d. essere. 
— Sì mettano a posto (fig. 8) i due punti 



b(oì3) «j ^(f;°) 



in cui la retta taglia i due assi; e si guidi la congiungente tali due 
punti ; in essa si ha la retta richiesta. 

— Si mettano a posto due punti qualsiansi della retta e si guidi 
la congiungente, ecc. 

Se nella figura (9) ZTB vale — '/ a ; ed il triangolo D CB è ret- 
tangolo in C; se il lato ZTB è =+ 3, il lato ~CD = + 2, la retta 
BD è quella che ha per equazione 

iy = — 2* — 1; 

giacché per x = o l' ordinata è — '/»> e di più dalla figura si ricava 

tang DBE = — tang CBD = — */, 



e. d. ■ 



r 



— Per la retta di equazione y = 3 x — 1, si segni {fig. 10} il punto 
B(o; — 1) e si costruisca il triangolo rettangolo BCD, in cui 

£~£=i, ÌTD=y l 

B D è la retta richiesta. Infatti x = o dà y = — 1, e di più 

tang DA x — tang DB C= + 3 

IV. Dì una retta, la quale comprenda coli' asse a; l'angolo, la 
cui tangente' trigonometrica è 2, e che passi pel punto " (T; 5). si 
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determina facilmente l' equazione, osservando che la forma generale 
di questa è costantemente, per qualsiasi retta, 



che in questo caso particolare per dato della questione si ha anzi- 
tutto 

« = -)-2 ; 

e che di più, siccome la retta deve passare pel punto (7; 5), cosi 




le coordinate di questo punto debbono soddisfare alla condizione 

y = ? x -f-, è, 

5 _-2 + J; 



ossia deve essere 

donde 



pertanto l'equazione cercata è: 

.7 = 2 35+7. . 

In generale per una retta, la quale passi pel punto (*; fi), e com- 
prenda coli' asse x l'angolo la cui tangente trigonometrica è data 
ed uguale ad a, si può scrivere, indicando con b l'altra costante, 
ancora indeterminata, 

donde 
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e quindi l' equazione 



y—$ = a(x-*). 
— Della retta, la quale passa pei due punti 



si determina facilmente l'equazione, osservando che .essa debbe aver 
tali costanti, a e ó, che se in 

y — ax-\-b 

si pongono in luogo di x e di y le coordinate or date, la relazione 
sta soddisfatta; ossia deve aversi: 



= 2,a + i, 



. ò o ' 

e quindi l'equazione , 

6y=$x — 19, 

V. Per determinare il punto, nel quale si segano le due rette 

y = — 3* + 5. ' j — » + i, 

si osservi che le coordinate X ed Y ài esso debbono soddisfare si- 
multaneamente alla prima ed alla seconda delle equazioni date; 
giacché il punto richiesto si trova tanto sull'una retta, quanto sul- 
l'altra. 
Deve pertanto essere: 

e la questione è ridotta a trattare queste due relazioni, come due 
equazioni coesistenti a due incognite. Si trova 

JT— I ; Y= 1; 
talché il punto (I ; 2) è il punto che si cercava. 
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Parimenti — nel punto 

si segano le due rette 

7jV = io — x; y = x+s: 



— nel punto 

te altre due 

— nel punto 

le altre due 
nel punto 

le altre 



U3 13J 



3^ = 2*— 3; %y*=\o — x: 



(i'3 



y=— 3^+9; 



4-20. 1,874 

1,06' 1,06 1 



^ = O, 32 jr — 0,50; 2y = 
- nel punto 



j — a" a — a' } 



le due rette 

y = ax-\-b; y = a' x + b' . 

— " In seguito occorrerà sovente di dover determinare l' ordinata Y, 
o semplicemente il segno dell' ordinata Y, del punto d' incontro di 
due rette, di ciascheduna delle quali si conosce un punto, (s; r) per 
la prima; (s 1 ; r 1 ) per la seconda; e la prima costante; a per la 
prima ed a' per la seconda. ' 

In generale sarà meglio eseguire tutto il calcolo direttamente sulle 
due equazioni numeriche", che saranno del caso; però talora potrà 
giudicarsi conveniente di ricorrere alla espressione generale della K, 
trovata nell'ultimo esempio; 



Intanto i numeri a co a' saranno dati ■ direttamente; e b e 6' 
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risulteranno uguali rispettivamente ad 

r — as, r 1 — a's'; 
— giacché le equazioni delle due rette sono: 

ly — r =a{x — s), 

ìy — r' = a'{x — s'); 
ossia 

y= ax + #• — as, 

y = a'x-\-t J — a' s 1 ; 
donde,' per x = O, 

ordinata all'origine per la prima retta, r — as = b; 
» _. • » » seconda retta r 1 — a's'=6'. 

Questi valori di a, a', b, è', sostituiti nella espressione di Y, condur- 
ranno al valore speciale che sarà del caso. Però, senza eseguire per 
intero questo calcolo, potrà dirsi se Y risulta positivo o negativo 
col criterio seguente: presa per a la maggiore delle due costanti 
date, in modo cioè che a — a sia positivo, Y risulta positivo o 
negativo secondo che 

ab' è >■ a' b ovvero <i a' b. 
Per esempio si tratti delle rette 

{ y — 0,0014 = — 0,080 {x — 0,30) 
\ y — 0,0068 = 0,202 {x — 0,40). 
Si faccia 

a = 0,202 > a' = — 0,080 . 
Conseguentemente risultano 

(b'mm 0,0014+0,08 X 0,30 = 0^0254, 

( b = O,0068 — 0,202 X 0,4 = — 0,074 ; 
( ab' =o,202 x 0,0254 = 0,0051308, 
{ a'b = o7o8 X 0,074 = 0,00592 ; 

e siccome ab 1 è < a' Ò, cosi Y è negativo. Se ne può ora calcolare 
il valore facendo la differenza 



- 0,0007892 
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e dividendola per 

a — a' = 0,202 + 0,08 = 0,282 ; 
si trova 

y= — 0,0027 ■• ■ 

VI. La retta g che, riferita all'origine e agli assi x ed y 
ha per equazione 

y = ax-\-b, 

può venir riferita ad una nuova origine 0' (tt,p) e a due assi i* e/ 
rispettivamente paralleli ad X e ad y. Come si trasforma allora la 
sua equazione? Ricorrendo all'ultimo esempio trattato nel numero 
precedente, si deve dire che per un punto qualsiasi delta retta me- 
desima è 

ascissa x = ascissa x" + » 
ordinata y = ordinata y' -\-p, 



y=y'+P 
e quindi la nuova equazione è: 

ossia , 

y' = ax'-\-{an + è— p). 

Per esempio; la retta 

y=Ì2X + 7, 
riferita all'origine e agli assi X ed y, ha per equazione 

2y = 4X~ + 7 
quando sì riferisca alla nuova origine 



e ai nuovi assi x' ed y', ecc. 

Lo studioso tracci accuratamente sul piano tutte le rette che 
hanno servito d'esempio in questo capitolo. 
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I. La condizione, che lega l' ascissa x alla ordinata y sia ora 

y = — x*-\- x -J-2 : 

anzitutto fra i punti del piano, che hanno la medesima ascissa ti, 
ve ne è sempre uno ed uno solo il quale soddisfa alla condizione 
superiore; giacché dalla sostituzione di a. ad x in 

f{x) = — x 2 -{-x -\- 2 

si è condotti al numero reale ed unico 

/W = -»' + « + 2: 

questo numero / (%) può anche essere o per valori determinati di «, 
ma non può essere indeterminato, se tale non ,è a. 
Cosi corrispondentemente alle ascisse 

_i, _,, _i; _,, _i, «e. 

2 2 2 

si trovano (algoritmo [A?]) ì punti le cui ordinate sono rispettiva- 
mente : 



punti tutti riportati nella tabella che segue, e dei quali i primi tre 

D, B itizeot> V GoOgIe 



Capitolo settimo. 



123 



cadono nella regione delle y negative, i sette successivi in quella 
delle positive, gli ultimi tre in quella delle negative: essi sono in- 
dividuati sul piano nella fig. il. 
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Conseguenza necessaria della legge di continuità, alla quale va 
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soggetto il polinomio 

/ % (a?) = — a? , + 07-J-2, 

si è che, considerando ascisse, — . o intermedie a due qualsiansi fra 
quelle riportate nel .quadro, o inferiori alla più piccola, o superiori 
alla più grande di queste — si ottengono punti che soddisfano alla 
condizione voluta: e ciò costantemente, per quanto piccola sia la 
differenza fra due ascisse considerate successivamente. In altre pa- 
role, sì possono trovare punti soddisfacenti alla condizione 
y = — x* -\-x -\-2 

tanto vicini quanto si vuole, in modo da dover ritenere che la suc- 
cessione dei medesimi sul piano forma un tratto continuo (una linea, 
un luogo). Questo luogo può considerarsi, come il cammino per- 
corso da un punto che scorra sul piano occupando ad ogni istante 
posizioni diverse, in ciascheduna delle quali però le sue coordinate 
soddisfino alla condizione 

y = — x* -\-x -J- 2. 

Un osservatore, che guardi il foglio del disegno e segua tale punto 
mobile nel suo cammino, vedrà il medesimo procedere costante- 
mente o verso destra o verso sinistra, a seconda della direzione presa 
dal punto sin da principio. Infatti, se il punto s'avviò, procedendo 
da sinistra verso destra (destra e sinistra dell'osservatore), non potrà 
mai ritornare da destra verso sinistra; giacché in questo caso vi sareb- 
bero due o più punti del luogo corrispondenti ad una unica ascis- 
sa k, il che non è. Talché, considerando appunto che il movimento 
iniziale abbia luogo da sinistra verso destra, si dirà che esso av- 
viene costantemente nello stesso senso. — Non si sa in quale regione 
delle y, se nella positiva cioè o nella negativa, si troverà il punto 
mobile nel caso di ascisse intermedie a quelle riportate nella ta- 
bella; è certo solamente the per nessuna di ascisse siffatte il punto 
potrà occupare una posizione infinitamente lontana dall'asse x, giac- 
ché f (x) non si trasforma in un numero indeterminato, se tale non 
è anche x. Si può verificare subito inoltre che per ascisse inferiori 
alla più piccola 

2 

di quelle riportate nel quadro, o superiori alla più grande 

i 7 - 
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fra le medesime, l'ordinata è eostantemente negativa e decrescente 
(crescente in valore assoluto), ossia il punto cade costantemente 
nella regione delle y negative e si allontana senza limite dall' asse 
a?. Infatti, se e fl' sono due numeri positivi qualsiansi, è certo che 



5 






/{X) = — X* -f- X + 2, 



I 1.2 

negativo e decrescente col crescere dì ( 

r) 



/& + 9 ')=4)+ «'.^W- 



■-(5 



1.2 

8' : ) = numero negativo e decrescente col crescere di 8' : 



il che prova quanto volevasi dimostrare. Dunque, considerando il 
cammino percorso dal punto prima che esso arrivi alla posizione di 



gione delle y negative, da una distanza infinitamente grande, procede 
costantemente da sinistra verso destra e si avvicina di continuo al- 
l' asse x; considerando il cammino oltre la posizione di ascissa — , 

si può dire che il punto nella regione delle y negative s'allontana, 
costantemente dall'asse x, procedendo inoltre del continuo da si- 
nistra verso destra; quanto poi al cammino compreso fra le due po- 
sizioni 

d'ascissa e d'ascissa ~\ — , 

2 '2 

non può dirsi altro, per ora, se non che il punto, trovasi costante- 
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mente a distanza finita dell'asse x, e procede costantemente da 
sinistra verso destra. 

Se contemporaneamente un punto, scorrendo sul piano, descrìve 
il luogo 

y = — a?' -j- a?'+ 2 

e un altro percorre una retta, per esempio la 

y = x, 

può accadere che ì punti mobili passino entrambi per le stesse po- 
sizioni?: in altre parole, può darsi che la retta e il luogo abbiano 
punti comuni, ossia che si seghino vicendevolmente ? 
E certo che se esistono queste posizioni comuni, debbono per esse 
sussistere simultaneamente e la condizione pei punti del luogo ora 
discusso e quella pei punti della retta; talché, indicando con lei' 
le coordinate di queste posizioni comuni supposte, deve essere 

K= — A' ! + X-f 2, 
Y=X\ 

e queste relazioni vanno considerate come due equazioni a due in- 
cognite; la risoluzione delle quali proverà se è possibile soddisfare 
alle medesime con numeri reali, ossìa farà conoscere se i due luo- 
ghi si tagliano o no. Si trova, mediante 1' eliminazione, 

X= Y= ± V 'J= ± I,4i4; 

dunque i due luoghi si tagliano difatti e sono due i punti di sezione; 
il punto 

(r,4i4; 1,414) 
e l'altro é 

(17414; i74I4} : 

si può tracciare tosto sulla fig. 1 1 la retta segante e individuare su 

questa i due punti trovati. 

— Parimenti pei supposti punti comuni al luogo . 

•y = — x*-\-x -f 2 

e alla retta condotta pei punti 

P,o); (o,|), 
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ossìa alla retta 
si ha: 



8j = 9{a?-f 2), 



condizione equivalente all'altra: 

che non può essere soddisfatta da alcun numero reale: dunque il 
luogo 

y = — x*-\-x -\-2 
e la retta . 

8y = 9 (x+2) 

non hanno alcun punto comune [veggasi la Mg. n, nella quale sì è 
tracciata la retta in questione]. 

Siccome poi, qualunque sia il valore numerico delle costanti di una 
retta, la sua equazione è sempre di primo grado, cosi le ascisse dei 
punti comuni ad essa e al luògo che ora si discute saranno sempre 
date da una equazione di secondo grado, le cui radici potranno es- 
sere entrambe reali o no: cosicché il luogo sarà segato dalla retta 
o in due punti o in nessuno. In particolare l' asse delle x (retta 
y = o) segherà il luogo in due punti o in nessuno, e la risultante, 
che darà le ascisse dei supposti punti di sezione, sarà: 

— X 2 + X-\-2 = o; 

in altri termini, le ascisse dei medesimi non rappresenteranno altra 
cosa se non che le radici reali dell'equazione 



Se si osservano le coordinate date dall'antecedente tabella, si vede 
che l'ordinata [ossia la funzione f(x)\ è nulla perle ascisse i e 2; 
le diie radici della proposta sono pertanto 7 e 2, e, come nuovo 
criterio sulla natura del luogo che si studia, deve dirsi fin rj' ora 
che il medesimo non può segare l'asse x in altri punti oltre a quei 
due indicati poc' anzi. 
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II. Se la condizione che lega le ascisse alle ordinate è 



,, , x % X' ,2 

y^f(x) = j--~2X + j, 



si trovano le coordinate del quadro seguente: 
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I primi due punti cadono nella regione delle y negative; i cinque 
successivi in quella delle positive; i sei, che vengono dopo, in quella 
delle negative, e finalmente i due ultimi in quella delle positive, ed 
è facile individuarli (fig. 12). 

Considerazioni fatte in base alla legge di continuità, in modo iden- 
tico a quello tenuto nell'esempio precedente, conducono a ritenere 
la successione dei punti che si possono segnare sul piano e che sod- 
disfano alla condizione '* 

x' x* . 2 

y—-r — n 2 ^ + r 



come il cammino percorso da un punto che si muove da sinistra a 
destra sul foglio del disegno. Anche qui non può dirsi se t punti 
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inseriti fra quelli riportati nel quadro cadranno piuttosto in una re- 
gione delle y che nell'altra; solamente è certo che nessuno di essi 




cadrà a distanza infinitamente grande dall'asse x. Però quanto a 
tutti i punti possibili aventi ascisse inferiori a — 3, superiori a 
-|- 4, si trova dando a 6 e 0' i significati attribuiti ai medesimi nel- 
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l'esempio precedente, ed osservando che quivi è:' 
', . x* x* ,2 

/ (_3-»)=/(_3)-9.^. ) + 9 -.^- 3) -0-/4fcf ) = 



,5 



10.9- 



col crescere di S : 



/(4+9',=/(4) +8 '.qi ) +«'-. / 4a +6 :..ea) = 

= _|_ j 6 -f- 10.O' -\--t- 8" + — 8"{ = numero positivo e crescente 
col crescere dì fi'. 



Cosicché pel cammino che precede la posizione dì ascissa — 3 deve 
dirsi, che il. punto si trova nella regione delle y negative, è in mo- 
vimento da una distanza infinitamente grande, procede continua- 
tamente da sinistra verso destra e va avvicinandosi all'asse w; — 
pel cammino che segue la posizione di ascissa -j- 4 deve dirsi, che 
il punto si trova nella regione delle y positive, procede costante- 
mente da sinistra verso destra, s'allontana senza limite dall'asse se; 
— pel cammino, intermedio alle due posizioni poc' anzi menzionate, 
nuli' altro può dirsi se non che, su questo il punto non s'allontana 
mai dall'asse che per distanze finite, e che procede costantemente 
da sinistra verso destra. 

La condizione alla quale debbono soddisfare, se esistono, Ì punti 
comuni al luogo 

y = 2x A — 

'32 '3 

e alla parallela all' asse x, condotta pel punto 



ossia alla retta 



32 32 
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M 



■è uno dei punti della linea, cosi esso è anche uno dei richiesti punti 
di sezione; l'equazione precedente ha necessariamente per radice 
l' unità, e ti primo membro di essa può in conseguenza spezzarsi in 
fattori cosi: 

(*->(^-|^). . 

La condizione \ 



-X*. 

3 

equivalente all'altra 



("-#-?' 



fornisce le ascisse 



di altri due punti di sezione. Siccome i punti . trovati cadono tutti 
e tre sulla orizzontale 



cosi le loro ordinate sono tutte e 'tre uguali fra loro e ciascheduna 

uguale a — — . 

Conchiudendo, i punti di sezione sono: 

" („_!). ( 2 , 8I; _|): (_,3„-i). 

(Veggasi la fig. 12, nella quale si è condotta la retta e si sono se- 
gnati i tre punti di sezione). 

Analogamente, per conoscere sé la retta che è inclinata sul- 
l'asse x dell'angolo T t per cui 
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e che passa pel punto del luogo 

[-*■• - 6 iY 

la equazione della quale è quindi 

6^ = 2^—35; 

seghi il luogo in altri punti oltre quello ora indicato, si scrive la ri- 
sultante 

3 2 3 3 6 

equivalente a 

4(^ = 2^» — 3^—14X4-39 = 0. 

A questa soddisfa evidentemente il numero — : 3, ascissa del punto 
situato sul luogo per cui si è condotta la retta ; perciò | (X) è divi- 
sibile per JT+3, e si trova infatti 

T (*)-(*+3).(i>»— 9 jr+ia). 

Ora la condizione 

zi' — 9^+i3'=o, 
equivalente all'altra 

("-ìì—H- 

non è soddisfatta da alcun numero reale; perciò la retta 

6j-=2« — 35 
non sega il luogo che in quell'unico punto 



..-« 



pel quale essa è stata condotta (veggasi la fig. 12). 

Qualunque sia il valore numerico delle costanti di una retta, 
l'equazione della medesima è sempre di primo grado; perciò le ascisse 
comuni ad essa e al luogo che si discute,' saranno sempre date da 
una equazione di terzo grado, e i punti medesimi potranno essere 
tre al più; in particolare l'asse delle x (retta y = o) sega il luogo 
in tre punti al più, e la risultante che dà le ascisse dei supposti punti 
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X* X* _ , 2 

-2Z+ -= O; 



in altri termini, le ascisse dei medesimi non sono altra cosa che le 
radici reali dell'equazione 



Se si osservano le coordinate date dall' antecedente tabella, si 
scorge che l'ordinata [ossia la funzione f{x)} è nulla per 



e passa dallo stato positivo al negativo e viceversa, fra le ascisse o 

ed — e fra le ascisse 3 e — : le tre radici dell'equazione superiore 

pertanto sono l'una uguale a — 2, le altre due comprese nei due 
intervalli indicati; e, come nuovo criterio sulla natura del luogo che 
si studia, deve dirsi che il medesimo non può segare l'asse * in 
altri punti oltre a quei tre indicati poc' anzi. 
III. Parimenti per la condizione _ 



si trovano i punti riportati nel quadro seguente: 
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Quelli fra i punti sopra indicati che hanno. per ascisse 

_ 3 , _I, _ 2 , _ì, _,, _I, o, £, . 

J ' 2 ' 2 ' ' 2 2 

cadono nella regione delle y negative, mentre quelli corrispondenti 




alle altre due ascisse — e 2 cadono nella regione delle y positive 
(6g- 13)- 
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Si può verificare poi, che tutti i valori di y corrispondenti ad 
ascisse qualsiansi minori di — 3 sono negativi, mentre quelli corri- 
spondenti ad ascisse superiori a -f- 2 sono positivi. Infatti, attribuendo 
alle lettere 6 e 8' i significati dati alle medesime nei due esempi 
precedenti, — 3 — rappresenterà qualsiasi numero inferiore a — 3 
e 2 ■-)-■ 9' qualsiasi numero superiore a 2, e siccome in questo caso è 

/W-y + f + T-J. 

cosi si ha: 

/{— 3—6) =/(— 3) — 9 /' ( ~ 3) +' &' /" ( ~ 3) — fi /'" f ~ 3) = 
' x ' 1 ' 1.2 1.2.3 



negativo decrescente conti- 
nuamente col crescere di 6; 

v ' ' . I ' 1.2 ' I.2.3 

= H~i h 7 6' +-j£«9' , + -'fl")™ numero positivo crescente 

contìnuamente col crescere di 6'. 

Anche per questo esempio la legge dì continuità permette di con- 
siderare la successione dei punti, che soddisfano alla condizione po- 
sta, come il cammino percorso da un punto mobile che procede co- 
stantemente da sinistra verso destra; nella parte di cammino, che 
precede la posizione d'ascisse — 3, il punto mobile sì trova nella 
regione delle y negative e viene man mano continuamente avvicinan- 
dosi all'asse x; — nella parte di cammino successiva alla posizione di 
ascissa -f- 2 il punto mobile trovasi nella regione delle y positive e 
s'allontana senza limite dall'asse *; — quanto alla parte di cammino 
intermedia fra le due posizioni suddette, nulla può concludersi sin 
qui, se non che, il punto, procedendo continuamente da sinistra verso 
destra, non s'allontana mai, per tutto questo intervallo illimitata- 
mente dall' asse x. 

Per trovare, se esistono, i punti comuni a questo luogo 

r= 1 +- 2 +— 3 

ed alla retta 

6y = — 6# — li 
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si ricorre alta risultante 

in cui X può assumere i soli valori delle ascisse dei supposti punti 
comuni. L'equazione precedente sì riduce a 

i([X) — 2X È -\-3X*-{-12 X— 7 = 0: 

4> [X) presenta un solo cambiamento di segno, dunque i> (X) = o ha 
una sola radice reale positiva. X=o fornisce ■ ■ ' ' 

<Ko) = -7. 
X — I 

<,(!) = + io; 

e perciò quest'unica radice è compresa fra o ed i. AT = 0,5 dà 

4.(o,s)=o; 

ossia 0,5 è il valore cercato, e si ha-. 

i, {X) = [X- 0,5) . (2 X' + 4 X + 14) : 
la condizione , 

2jf' + 4 JT+ 14 = 0, 
equivalente a 

(Xd-i)'=-6, 

non può essere soddisfatta nemmeno da alcun valore negativo di X, 
' cosicché il luogo che si discute e la retta di equazione ■ ■ J 

6y = — 6x — 11 

si segano in un punto solo, il punto che ha per ascissa 0,5 e per 
ordinata 

11 1 

_o, S - T =- 2j . 

(Veggasi la fìg. 13). — 

Parimenti pei punti di sezione, che possono supporsi, della 
retta 



parallela all'asse x e del luogo in questione, deve essere soddisfatta 
la risultante 

9 
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l,(X) = -X' + -X' + X+± = o. 
Ora la 

non è verificata da alcun numero positivo; ma la trasformata 

può avere radici reali positive. 
É limite superiore generale 

1 . x 

il numero i dà 

'W.t-J ' 

e non è più limite; perciò fra 3 ed r è compreso un numero dispari 
di radici; la sostituzione ad X del numero 1,5 dà 

T(i,S) = o; 

perciò i,5 è radice della trasformata; — 1,5 lo è della proposta; 
ty(X) è divisibile per X-j- 1,5 e si trova 






3 

non è soddisfatta da alcun valore reale di X; quindi la retta 

1 4j 

sega il luogo che si discute nell'unico punto d'ascissa — —e di or- 
dinata — 4 — (veggasi la fig. 13). 

In modo analogo si trova che la retta inclinata sull'asse x 
dell'angolo T, per cui 
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e che passa pel punto 

(-■ -4). 

ossia che ha per equazione 

30> =66k — 49, 
sega il luogo in punti, le cui ascisse sono date dalla risultante 

3 T 2 T 30 3 o' 

ossia dalla 

f (jr)=o=lojr , + l5Z'— %6X— 41. 
Il punto 



H -f). 



per cai è stata condotta la retta, è punto anche del luogo, come ri 
sulta dalla tabella: perciò 

$(X) = o 
è soddisfatta da 

X. 1; 

in altri termini i|i (X) è divisibile per X -\- 1. Si trova infatti 

* (X) = (X + 1) (io X 1 + 5 ^-41)- 
La condizione 

wX'-^sX— 41. 

equivalente all'altra 

(Jir+ 0,25)1 = 4,1635, 

è soddisfatta dai numeri 

1,79; —2,29, 

ai quali corrispondono per F i valori 

2,304.; — 6,670. 

Perciò la retta di cui è questione sega il luogo in tre punti: nel 
punto 

H -»*)■ 

pel quale essa è stata condotta, e nei punti 

(1,79; 2,304); (—2,29; —6,670) (veggasi la fig. 13)- 
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Le costanti detla retta possono essere qualsiansi ; ma la sua equa- 
zione è sempre di primo grido; cosicché la risultante da cui si de- 
ducono le ascisse dei punti comuni alla medesima e al luogo che 
si discusse è sempre di terzo grado, o, in altre parole, questi punti 
sodo tre al più. In particolare l'asse delle * (retta y = o) può segare 
il luogo in tre punti al più; la risultante per questo caso è: 

f+f+X-,-., 

ossia le ascisse dei punti di sezione non sono altra cosa se non che 
le radici della equazione 

** , a* , 

r + J. + * — 3 = °- 

Se si osservano le coordinate offerte dalla tabella, si nota che l' or- 
dinata [ossia la funzione f (*)] passa dallo stato negativo al positivo 

fra le ascisse 1 e — : è certo quindi che in questo intervallo il luogo 

2 a 

sega almeno una volta l'asse x, ossia che fra 1 e — cade almeno 

una radice dell'equazione superiore; ma la circostanza del non figu- 
rare altri cambiamenti dì segno, nelle ordinate riportate lascia nella 
incertezza, se gli altri due punti di sezione manchino difatto, oppure* 
se, esistendo, le loro ascisse siano comprese fra le ascisse conside- 
rate nel quadro, ed occorrano nuove e più vicine sostituzioni per 
limitarle. È indubitato qui che, ove tali due radici mancassero, per 
quante sostituzioni e calcoli di questo genere sì facessero, si rimarrebbe 
sempre nel dubbio. Cosicché, coi mezzi di cui ora si può disporre, 
si rimane incerti se il luogo seghi l'asse in tre punti o in uno solo. 
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La condizione, alla quale debbono soddisfare le coordinate dei 
punti da costruirsi, sìa ora rappresentata dalla relazione generale di 
grado emmesimo ■ ' 

y=f{x) = axn-\-bx>*- i -J-c* m- * + ■■•"'. 

— Tutto quello che, in base alla legge di continuità, si è detto 
trattando il caso particolare 

y = — & + x-\-2, 

e fu ripetuto per le altre due relazioni dianzi discusse, vale anche 
per questa condizione generale. Così, sostituendo in f(x) ad «il 
numero reale a, positivo o negativo, si ottiene sempre un valore, ed 
un unico valore reale /(»); in altre parole, fra i punti del piano 
aventi la ascissa comune % ve ne è sempre uno, ed uno solo, che 
soddisfa alla condizione generale - 

y-f(*Y 

— per quanto piccola sìa la differenza fra due ascisse successive, le 
ordinate corrispondenti sono diverse fra loro ; cosicché sì ottengono 
punti tanto prossimi quanto si vuole, i quali convengono alla con- 
dizione superiore; e due qualsiansi di essi non saranno mai tanto vi- 
cini, perchè non si possa inserire fra i medesimi un terzo punto che 
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esso pure soddisfi alla stessa condizione ; cosicché tutti i punti 
individuati possono venire considerati come le posizioni successive 
occupate da un unico punto, il quale scorrendo sul piano descrive 
una linea continua, un luogo: — Il carattere distintivo di tale movi- 
mento è che esso ha luogo costantemente o da sinistra verso destra, 
o da destra verso sinistra, e non nei due sensi alternativamente; e 
ciò evidentemente, perchè ad una ascissa a non corrisponde che una 
sola ordinata y(a). Per fissare le idee si riterrà costantemente, in 
seguko, che questa traslazione avvenga da sinistra verso destra. 
Si è veduto che, se 

f(x)=;ax m + è*™- 1 + ... 

è di grado dispari, è possibile trovare due numeri a e — w, positivo 
il primo, negativo il secondo, tali che il risultato /(a), o quello otte- 
nuto con qualunque altro numero maggiore di a, ed il coefficiente a 
abbiano lo stesso segno; e che il risultato /{ — <ù), o quello ottenuto 
con qualunque numero minore di — io, ed il coefficiente a abbiano 
segni contrari. Perciò per ascisse minori di una certa ascissa negativa 
tutte le ordinate hanno lo stesso segno; i punti del luogo cadono 
tutti in una delle due regioni delle /: per ascisse maggiori di una 
certa ascissa positiva tutte le ordinate hanno pure segno comune, 
ma contrario a quello delle ordinate precedenti; e i punti del luogo 
cadono tutti in una stessa regione delle y, e precisamente nella re- 
gione opposta a quella in cui cadevano i punti considerati poc'anzi. 
È ciò che avveniva in particolare nei due esempi ultimi trattati. 

— Se 

/(^) = ,i««+^- , 4..,. 

è di grado pari esistono due numeri « e — «, positivo il primo, ne- 
gativo il secondo, tali che i risultati /(a) e/(— w), o quelli ottenuti 
con qualsiasi altro numero maggiore di a e minore di — «, hanno 
segno comune ed uguale al segno del coefficiente a ; perciò per 
ascisse minori di una certa ascissa negativa, o per ascisse maggiori 
di una certa ascissa positiva, le ordinate hanno tutte lo stesso segno 
e i punti del luogo cadono tutti nella medesima regione delle y. E 
ciò che avveniva nel primo dei tre esempi trattati precedentemente. 

— Dunque, sia dispari o pari il grado di f{x), è certo che, conside- 
rando ascisse positive crescenti o negative decrescenti, si arriva a 
valori speciali, pei quali, e per tutti Ì successivi, le ordinate hanno 
lo stesso segno. 
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— Fra questi due stati estremi delle ordinate ve ne sono degli in- 
termedi, nei quali esse possono risultare or positive or negative, ossìa 
i punti possono cadere ora in una delle due regioni delle y, ora nel- 
l' altra ; ma è bene da notarsi che in nessuno di questi stati intermedi 
V ordinata diventa infinitamente grande, ossia il punto s' allontana 
infinitamente dall' asse. 

Può dirsi adunque, che il punto il quale descrive il luogo pro- 
cede costantemente da sinistra verso destra, si trova in movimento da 
una distanza infinitamente grande in una delle due regioni delle y, 
e viene avvicinandosi ai due assi, può passare una o più volte da 
una regione all'altra; e poscia si avvia, mantenendosi sempre in una 
delle due regioni delle y verso un punto infinitamente distante, al- 
lontanandosi sempre dai due assi. 
La retta qualsiasi 

y = a' x + b' 
sega il luogo 

y=f(x)=àZ m -\-bx m - t -\-... 

in punti le cui ascisse sono le radici della risultante; 

f(X) — a'X—b' = o, 
le quali possono essere m al più. Perciò una retta sega il luogo 

j=/M 

al più in m punti. Come caso particolare l'asse delle x, ossia la retta 
y = o, può tagliare la curva in m punti al più, e le ascisse di questi 
m punti di sezione possibili, date da 

rappresentano le m radici reali dell'equazione 

/M-°. 

Tre dei punti di sezione di una retta col luogo 

,7 =/(*) — « a?* + ... 

non possono essere in generale vicini quanto si vuole; — o in altre 
parole tre punti M', M, M" del luogo non si trovano pik in linea 
retta, quando le loro distanze rispettive sono abbastanza piccole. 
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Infatti se (fìg. 14) 




*—H', a, 


« + //* ' 


f(*-H>), /(.) 


/(«+#") 


denotano rispettivamente le ascisse 




VP, TTP, 


UT", 


e le corrispondenti ordinate 




7TM', pm, 


7KM" 


dei tre punti 




M', M, 


M";- ■ • 




m' 


MJ^ 


■- LS 



fi 



e se le rette MR, M' Q sono parallele all'asse x, si ha: 
~M1} = H'; M~R = H"; 

TTW = J^W — W~R= T^W — TU =/(« + #") —/(»). 
E perciò 
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!tang MM'Q =/' (a) — H'£-^ -f H>*£!M — . . . 
* ' V ' I .2 ' 1.2.3 

XAagM"MR=f (*) + W.-OQ J^H»t/!!UÈ 4. , . . 

Ora ad /f' può assegnarsi un valore piccolo abbastanza, perchè il 
termine 



e per tale valore di H' , e per qualunque altro valore minore, su- 
peri la somma di tutti i termini che lo seguono nel primo degli 
sviluppi precedenti: per valori siffatti di H 1 che corrispondono evi- 
dentemente al caso in ,cuì M ed M' siano vicinissimi, è 

tangMM'Q<if{<t). 

Parimenti ad H" può assegnarsi un valore piccolo abbastanza per- 
chè il termine 

'. h-CM, 

1.2 

e per tale valore di H" e per qualunque altro valore minore, su- 
peri da solo la somma di tutti gli altri che lo seguono nel secondo 
degli sviluppi precedenti: per valori siffatti di H", che corrispon- 
dono evidentemente al caso in cui Mei M" siano vicinissimi, è: 

tàng M" MR >/'(«). 

Pertanto, concludendo gli angoli MM'Q, M"MR, che formano 
coli' asse x le seganti M'_M ed M M", sono, nel caso che si consi- 
dera, diversi fra loro, le seganti medesime non coincidono in una 
stessa retta, . e quindi nemmeno i tre punti M ', M, M" sono allineati 
fra loro ; e. d. d. : ed avviene così non solamente nel caso rappresen- 
tato dalla figura, in oui si suppone che M'- Q, ossia H' ed MB., 
ossia H" abbiano valori attuali cosi piccoli da soddisfare alle con- 
dizioni su discusse; ma anche se si suppone che H ! ed H" si im- 
piccioliscano senza limite, ossia che i punti M' M, M" vadano av- 
vicinandosi partendo dalle posizioni rispettive attualmente occupate. 
Suppongasi che M' ed M' vadano accostandosi ad M, ossia 
che le due seganti M' M ed M M" ruotino attorno ad M in senso 
opposto. Sé fra le posizioni occupate da M' e da M" si fissano le 
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due m' ed m" (fig. 14 bis) per le quali è 

è chiaro che le due seganti m' M, ossia s 1 , Mm", ossia s" compren- 
dono coli' asse x gli angoli 3 , S", pei quali è ■ 




Se ora si parte da queste posizioni, per le quali è comune, 
H, la differenza delle ascisse e si suppone che H vada diminuendo, è 
certo che i due punti m' ed m" si avvicinano costantemente ad M e 
che l'angolo acuto delle seganti m' M ed Mm" va impicciolendosi 
finché per H= o, i tre punti m', M, m", coincidono in un solo M, 
le due secanti s' ed s" si sovrappongono nella retta unica t, la quale 
è perfettamente determinata, giacché passa pel punto M[ct, f (a)] e 
forma colle x V angolo T, la cui tangente trigonometrica è il valore 
comune che assumono tang S' e tungS" per i?=0, ossia 

tang T=f> (a). 
Tale retta t, che ha per equazione 

■ y —/(«) = (*-«)/'(«), 

dicesi tangente alla curva nel punto [«,/(*)], chiamato alla sua volta 
punto di contatto, e può considerarsi come la posizione estrema che 
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assume una qualunque delle due secanti s od s", quando ruoti attorno 
ad uno de' suoi punti di sezione, M, sino a tanto che l'altro, punto 
{M' t se si considera la 'secante s 1 ', M" se si considera la s") coin- 
cida col punto rimasto fisso. 
Qualunque sia il punto scelto sul luogo 

y =/('), 

glj è certo che per esso si può condurre sempre una ed una sola 
tangente, giacché per un valore reale determinato a, /(%} ed /' (*) 
hanno valori determinati ed unici. Però la posizione rispettiva del- 
l'asse x, dell'arco M' MM" e dalla tangente t può essere diversa 
da quella rappresentata dalla fig. 14&Ù, nella quale l'arco è com- 
preso entro l'angolo formato dalla, tangente coli' asse. 
— Intanto, mentre le ordinate 

p'm', p"m" 
dei punti m' ed m" della. curva valgono rispettivamente 
f{x-H), f{* + H), 




quelle' di «' ed »'' (fig. 15) punti situati sulla tangente, corrispondenti 
alle medesime ascisse 

■.— H ed o.-\-H 

dei due punti precedenti m', m", sono date dall'equazione della tan- 
gente 

*-/« + (* -«)•/'«. 
quando in questa si pongano invece di *■ rispettivamente 
et — H ed *. + H, 
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/(»> — H.f(*)\ /(*) + #./'<*); 

e conseguentemente le differenze fra le prime ordinate e queste ul- 
time valgono 

/(«-*)- E/m - w mi - h<. £^> - ir.-Q^ + . . . , 

/^ + HÌ-[f^+H/'MÌ = H,.£^+H''/ T ^+..., 
uguaglianze che possono riunirsi nella seguente formola unica: 



In essa A rappresenta la differenza fra l'ordinata della curva e quella 
della tangente, ed i segni superiori si riferiscono alla parte a sini- 
stra, gli inferiori alla parte a destra del punto di contatto M. Sic- 
come si debbono considerare due punti m' ed m", immediatamente 
a sinistra e a destra di M, cosi è necessario supporre H tanto pic- 
colo, che il termine 

H .f_m 

I .2 

dia il segno a tutto lo sviluppo A. 

— Nella fig. 15, A è negativo, giacché, tanto immediatamente a si- 
nistra, quanto immediatamente a destra del punto dì contatto, l'or- 
dinata della curva è superata da quella della tangente: avviene il 
contrario nella fig. 16", in cui l'ordinata della curva tanto a destra 
quanto a sinistra supera quella della tangente, ossia A è positivo. 
Può darsi eziandio, che l'arco m' Mm" invece di trovarsi nella re- 
gione delle y positive, come ha luogo nelle due figure precedenti, 
giaccia nella regione delle y negative, come accade nelle altre due 
figure I5<5i>e \6bis. ■ ;_ 

Queste disposizioni diverse possono raggrupparsi due a due 
in base ad un carattere geometrico comune, e ad un corrispondente 
carattere analitico. Tanto nella fig. 15 quanto nell' altra 15 òis,^Y Arco 
trovasi fra la tangente e l'asse x; ossia l'arco stesso in prossimità 
del punto di contatto è concavo verso l'asse x: se nella fig. 15 /" m" 
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jf 77 "»'' valgono rispettivamente unità u, u-\- a', e se nella fig. 15 bis 
A P />' 




le stesse rette di senso opposto ma della* stessa lunghezza valgono 
rispettivamente unità — w, — (« + «'), risulta la differenza 

A = s— («+«')= — «' 

= numero negativo per la fig, 15 ; e 

= numero positivo per la fig. 15 bis; ma il segno di A deve essere 



quello del termine 



H\ 



/"(«) 





ossia ■quello dì /" (a) : e perciò f" (a) deve essere negativo per la 
fig. 15, in cui il punto di contatto M cade nella regione delle,? po- 
sitive e quindi / (*) è positivo ; mentre /" (a) deve essere positivo per 
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la fig. 1 s bis, in cui, il punto di contatto M cadendo nella regione 
delle y negative, /(a) è 1 negativa: dunque "i due casi considerati sono 
compresi nel solo, che /(ce) ed /" (a) abbiano segni contrari, ed è 
questo il carattere analitico corrispondente al carattere geometrico 
comune presentato dalle due figure, dell' essere cioè l'area cornavo 
verso l'asse x. — È inutile ripetere ragionamenti analoghi ai prece- 
denti per provare che al carattere geometrico comune presentato 
dalle altre due figure (16 e 16 bis), del trovarsi cioè la tangente fra 
l'arco e l'asse, ossia dell'essere V arco convesso verso l'asse corrisponde 
il carattere analitico del presentare / (a) ed "f" (%) il medesimo segno. ' 
Perciò concludendo : in prossimità del punto di ascissa a. la curva è 
concava o convessa verso l' asse, secondo che /{<*) ed f" (a) hanno 
segno contrario, o medesimo segnp. 

Un caso particolare degno di nota è quello che si riscontra quan- 
do per un certo valore di a è 

/'W=o, 
ossia quando la tangente condotta pel punto di ascissa a è parallela 
all'asse x. Anche allora però, per quanto si disse precedentemente, 
l'ordinata /(a) o supera le ordinate corrispondenti tanto ad ascisse 
minori quanto ad ascisse maggiori di a, o ne è superata. Secondo 
che ha luogo il primo di questi due casi o il secondo, dicesi che f(x) 
pel valore particolare « attribuito ad x diventa massimo o minimo, . 
ed anche che il luogo 

j-/M 

presenta nel punto d'ascissa a un massimo o un 
— Ecco alcune applicazioni di queste teorie. 
I. La tangente pel punto (o, 2) alla linea 

y= f{x) = — x* + x+2 (fig. il) 

comprende coli' asse x l'angolo di 45°; giacché 

/'(*) = _ 2*+l, 





/'(■)=>; 


siccome poi 


f(o) = + 2 ed /»(o) 
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hanno segni contrari, cosi l'arco è concavo verso l'asse, ossia l'arco 
giace fra la tangente e l'asse. L'equazione di questa tangente è 

y = X+2, 

ed è facile tracciarla sulla figura. 

II. La tangente alla stessa linea 

j/ =/(ar)__ a? » + x + 2," . 
condotta pel punto 

• (H) ' .. 

è parallela all'asse x, giacché 

e in prossimità del punto di contatto l'arco è concavo verso l'asse, 
giacché 

4K -, 

è dì segno contrario ad 
L' ordinata 

supera le ordinate prossime a sinistra e a destra, dunque la linea 
presenta un massimo al punto 



Yx ; >) ( ve SSasi la fig. n). 
ite alla linea 

y=/(x) = -2 X A 

7 . 3 2 ^3 



III. La tangente alla linea 



pel punto 

comprende colle x V angolo T, pel quale è 



■D,»iB«iwGoogle 



Capitolo ottavo. 



essa ha per equazione ' , * * 

8/=i4a?_ 53; 

in prossimità del punto di contatto l'arco è concavo verso l'asse, 
giacché 

è di segno contrario ad 

-, -m|) = — 2 \ (vegga»! la ng. 12). 
IV. Per l'uno e per l'altro dei punti 



della stessa linea dell' esempio precedente 



la tangente è" parallela all'asse x e l'arco è concavo verso l'asse 
medesimo in prossimità del primo e del secondo punto di contatto. 
Infatti 

/' ( — i} = (a? J — x — 2)_,=0; 





di più 




= {x* — X 

i) = ( 2 rr- 


-»1 
-■)- 


la =0; 


3 


ha 


segno 


contrario ad 


(2) a= (2 X_ - 


I I 

"6 ' 


= 3 




ha 


segno 


contrario ad 


/<*) = - 


8 







Siccome poi /( — i) supera le ordinate prossime a sinistra e a destra, 
cosi la curva presenta un massimo al punto d' ascissa — i> mentre 
f (2) è minore delle ordinate precedenti e delle successive, e perciò. 
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la curva presenta un minimo al punto, d'ascissa 2 (veggasi la fi- 
gura 12). 

Nell'applicate il criterio relativo alla convessità o alla concavità, 
nel ricercare cioè se f(x) ed/" (*) hanno lo stesso segno, si pos- 
sono incontrare i due casi particolari di 

/(«) = o, 
o di 

/"M-o 

Sef(x) = il punto di contatto M cade soli' asse X, e l'arco 
convesso concavo al disopra di quest'asse è concavo o convesso 
al disotto. 

Quando si presenti un caso di questo genere si potrà stabilire 
nettamente l'andamento dell'arco, studiando la direzione della tan- 
gente e il segno di A, come si fa nei seguenti esempi. 
1 1. La tangente pel punto (2, o) della linea 

y — /(a?)= — a?» + a?-f 2 

forma coli' asse x un angolo ottuso T, per cui 

tangr= — 3; 

perciò se sull' asse medesimo, a partire dal punto di contatto, si stacca, 
nel senso O x, un piccolo segmento positivo -\-ff,'è certo che l'or- 
dinata condotta per l'estremo di questo segmento taglierà la tangente 
e l'arco nella regione delle y negative. 
Ora è 

1.2, 

ossia 4 è negativo, l'ordinata della curva è minore di quella della 
tangente, ma il punto che si considera cade nella regione delle y 
negative; quindi l'arco è convesso al disotto del punto di contatto 
e concavo al disopra (veggasi la fig. il). 
II. Per la stessa linea > 

y=f(x) = — ^' + 37 + 2 
e pel punto 

(— 1 1 0} 
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la tangente forma coli' asse .a? l'angolo T, per cui 

tang7-= + 3; 

perciò, se nell' asse medesimo, a partire dal punto di contatto, si 
stacca, nel senso O x, un piccolo segmento positivo -\- H t è certo 
. Che la parallela alle y condotta per 1" estremo di tale segmento taglia 
la tangente e l'arco nella regione delle y positive. 
Ora 

A = — ff* T ... 

è negativo, perciò l'ordinata della curva è superata da quella della 
tangente; il punto che si considera cade nella regione delle y po- 
sitive; l'arco è concavo al disopra dell'asse x e perciò convesso al 
disotto {veggasi la fig: il). 
IH. Sia la linea 

., ., X* X* .2 



X = — 2 
si ottiene 

/(-2)-<>, 

e la tangente condotta pel punto che ha queste coordinate forma 
coli' asse x l'angolo acuto T, per cui 

tangT=+4. 

Staccando (fig. 1 2) soli* asse x un piccolo segmento positivo + H a 
destra del punto di contatto, ed innalzando per l'estremo del me- 
desimo la normale all' asse x, questa va a segare la tangente nella 
regione delle y positive ; perciò i punti immediatamente a destra di 
.quello di contatto - cadono in questa regione, e siccome è 

l=ff*f!lM i ,..=fp. =± ?... = — $- #•'+... 

1.2 ^ 1.2 T 2 T 

ossia negativa, cosi l'ordinata' della curva è minore di quella della 
tangente, e vi ha concavità a destra e necessariamente convessità a 
tra. 
Nel caso in cui pel valore a. dell'ascissa del punto di contatto è 

/"(■)=-», 
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nella «pressione della differenza -A manca il termine che contiene 
k seconda potenza di '// e si ha: 

.-,ftCa + .., 

T 1.2.3 

e siccome, per poter considerare i punti immediatamente a sinistra 
immediatamente a destra di quello di contatto, è necessario ritenere 
H tanto piccolo che il termino * 

1.2.3 

dia il segno a. A, cosi In questo caso la differenza è negativa da 
unta parte, positiva dall'altra del punto di contatto; ossia la tan- 
_ gente condotta per questo punto da una parte è collocata fra l' arco 
e l'asse a% mentre dall'altra parte è l'arco che è intermedio fra la 
tangente e l'asse; o finalmente, mentre l'arco da una parte di M 
è concavo verso l'asse, dall'altra parte è convesso, come per esem- 
pio -rappresenta la fig. 17. 




Si dice che in questo punto la linea presenta una inflessione. 
I. Cosi, ad esempio, per la linea 



sì trova una inflessione al punto 
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giacché il ^linomio 

/" {*) = 2 Xw- l 

è annullato dal valore »/t posto in luògo dì x. La tangente per 
questo punto forma colle x l'angolo T, pel quale 



tang7W^)=(*' 



e quindi un angolo ottuso. Inoltre, siccome la differenza A vale 

r 1.2.3 3 •'. 

ed il punto di inflessione cade nella regione delle y negative, cosi 
a sinistra dell'inflessione, differenza negativa, ordinata negativa; con- 
vessità; a destra, differenza positiva, ordinata negativa; concavità; 
(veggasi la fig. 12.) 

II. Del pari la linea 



ammette il punto di inflessione 



giacché la condizione 

. /" (*) = 2 * + 1 = o 
é soddisfatta da 



/fri- 

[uestc 

• 7W '(-ì-)=<"+*+ , >-r;b 



La tangente condotta per questo punto forma colle X 1* angolo T, 
pel quale é 
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T è acuto. Siccome poi 

e siccome il punto d'inflessione cade nella regione delle y nega- 
tive, cosi a sinistra dì M l'arco è convesso verso l'asse, a destra è 
concavo (veggasi la fig. 13). 

Pel luogo rappresentato dalla condizione generale . 

jiss/(x) =ax»>-{-6x m - 1 + . . . 

sono punti di inflessione tutti quelli, le cui ascisse soddisfano alla 
condizione 

f" (ar) = o = OT(« — l)aaj""* + («i — 1) (m — 2)òx"~' + . ..; 

ed' inversamente per ottenere i punti di inflessione del luogo basta 
trovare le radici reali dell'equazione: 

o =/" (x) ==»(« — 1) a *»-■ + {m — 1) (« — 3) **•»-»+ . . . 

e determinare poi i valori di/fx) corrispondenti, a ciascheduna delle 
radici ottenute: queste possono essere m — 2; quindi è possibile 
l'esistenza di m — 2 punti di inflessione pel luogo 

3 -/(*). 

È necessario notare che, qualora sì discutesse e si costruisse la curva 
rappresentata dal polinomio 

f {x)=max<n- i -l r (m — \)bx*-*-\- ..., 

si troverebbe che la medesima ha le tangenti parallele all'asse x in 
punti, le cui ascisse sono date da 

/"W-oì 

ossia le cui ascisse sono precisamente le medesime di quelle dei 
punti di inflessione della linea 

Cosicché i valori di x ricavati dalla condizione 

/"(*) = ■> •' ■ 
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corrispondono a valori massimi o mìnimi di/' (x); e recìprocamente 
ad ogni massimo o minimo dì /' (x) corrisponde -un valore che an- 
nulla/" (x);* — in altre parole, siccome si ha 

/' (x) = tang T, 

cosi la tangente trigonometrica dell'angolo T, formato coli' asse x 
dalla tangente condotta per uno dei punti di inflessione, è minore o 
maggiore della tangente trigonometrica relativa all'angolo formato 
dalla tangente condotta per un punto situato o immediatamente a 
sinistra o Immediatamente a destra dell'inflessione: ed anche; tang T, 
dove T è l'angolo formato da tangenti successive al luogo 

■ ? =/(*). . 

non-può crescere prima per decrescere poi, se non quando fra que- 
ste tangenti alla curva ve ne sia una condotta per un punto di in- 
flessione. 

Ecco l' illustrazione geometrica di tutto questo: 
Nella fig. 18 si supponga che 7 sia uno degli m — 2 punti di ìnfles- ' 




sione possibili pel luogo 



-/Mi 



e che 1, 2, 3, . . . rappresentino alcuni punti a destra di I, 1, 2, 3... 
alcuni punti a sinistra, per ciascheduno dei quali si sia condotta la 
tangente alla curva. 
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La legge di continuità alla quale vanno soggette le funzioni /(*), 
/' (x) permette di scegliere questi punti: 



... 3 , i, i, I, 2, 3.--- 

tanto prossimi quanto si vuole, e quindi di considerare le tangenti 
pei medesimi cosi vicine l'una all'altra, da dover ritenere che le 
loro direzioni possano venir tutte assunte successivamente da una 
fra di esse, /, la quale si trasporti in modo continuo sul piano, avvi- 
luppando la curva. E chiaro che nella successione dì quei piccoli 
segmenti rettilìnei che rimangono determinati su una di tali dire- 
zioni dalla direzione precedente e dalla successiva {esempio il seg- 
mento A B determinato sulla tangente i dalla tangente / e dalla 
tangente 2), si ottiene un poligono circoscritto alla curva avente 
lati tanto brevi quanto si vuole: con che si viene a generare la curva 
per tangenti. Pertanto mentre la retta mobile t assume le varie posizioni 
occupate dalla tangente sulla figura a sinistra di 1, ta*g 7"cresce costan- 
temente sino al valore massimo tang / Gx', e mentre t assume le va- 
rie posizioni della tangente a destra di I, tang T diminuisce costan- 
temente a partire dal valore tang / Gx'. Perciò tang T va continua- 
mente crescendo dalla inflessione che precede / sino ad /, per de- 
crescere da / sino all'inflessione che viene dopo, e quindi l'essere 




l' arco fra due punti di inflessione successivi o tutto concavo o tutto 
convesso, rispetto ad una parallela all'asse ss che non lo seghi, cor- 
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risponde al crescere costante o decrescere costante di tang T ih que- 
sto intervallo. 

— La fig. 19 contiene tre punti di inflessione P, Q, R". fra P e Q, 
tang T va continuamente crescendo dallo stato negativo tang PEx' 
allo stato positivo tang QGx'; fra Q ed R, tang T va contìnua- 
mente decréscendo dal valore positivo tang Q Gx al valore negativo 
tang VLx". Tanto in uno quanto nell'altro dei due intervalli con- 
siderati, tang T s'annulla; fra P e Q perchè T passa pel valore 
180 ; fra Q ed R perchè f passa per zero. Di punti siffatti, pei 
guati le tangenti sono parallele all' asse x ve ne può essere uno 
in ogni intervallo Jimitato da due punti di inflessione;; ma non ve 
ne può essere più d'uno, giacché affinchè fosse cosi, sarebbe neces- 
sario che tang T, dovendo passare più volte per zero o per 180 , 
crescesse e decrescesse nello stesso intervallo fra due punti di infles- 
sione successivi. 

— Cpncludendo, fra due punti di inflessione successivi l'arco che è 
in ogni sua parte o concavo o convesso verso una retta parallela 
all'asse x che non lo sega; e pel quale la funzione tang T varia 
sempre nello stesso senso o d' aumento o di diminuzione, può pre- 
sentare una, ma* una sola tangente parallela all'asse x-. nel caso in 
cui tale tangente esiste si dice che- l'arco forma una ondulazione. 

Tanto la parte di curva che trovasi a sinistra del primo punto 
di inflessione, quanto quella che trovasi a destra dell'ultimo, non 
contenendo più punti di inflessione, deve essere costantemente, in 
ogni suo punto, convessa verso una parallela all' asse x che non la 
seghi; ossia il luogo deve estendersi illimitatamente tanto a destra 
quanto a sinistra. 

Evidentemente questa considerazione grafica comprende la cir- 
costanza analitica che le ordinate hanno tutte lo stesso segno oltre 
una certa ascissa positiva a e prima di una certa ascissa negativa 

Concludendo, il luogo 

y = ax™-\- ex**' *■-{-,. . . 

va considerato in generale come costituito da un eerto numero di 
archi riuniti fra loro il primo al, secondo, il secondo al terzo, ecc., 
il penultimo all'ultimo dagli .« — 2 punti di inflessione: il primo 
arco limitato a destra dal primo punto di inflessione è illimitato a 
sinistra; l'ultimo limitato a sinistra dall'ultimo punto d'inflessione si 
estende senza limite a destra. 
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Ciascuno degli archi ora indicati è tutto concavo o tutto convesso 
rispetto ad una parallela all'asse x che non lo tagli e può formare 
una ondulazione, cioè può avere un punto, ed uno solo, pel quale 
la tangente è parallela all' asse x. 

Tutto quanto precede è applicato negli esempi del capitolo 
seguente. 
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I. Trattisi anzitutto della linea 

y =/{x) = — x ì -\-x + 2. 

Si sono già segnati (fig. n) diversi punti della medesima; si sono 
condotte tre tangenti; la prima pel punto (O; 2) inclinata di 45 
suU' asse x; la seconda pel punto (1 ; o) inclinata sull'asse x dell' an- 
golo ,T per cui 

tangr=3; 
la terza pel punto 

(H) 

parallela all'asse x; si è provato che tanto attorno al punto (o; 2), 
quanto attorno al punto 

ibi)- 

la curva è concava verso l'asse, e che la medesima è concava del 
pari a destra del punto (1; o), ma convessa a sinistra di questo. A 
quanto precede deve aggiungersi ora, che la linea non può avere 
alcun punto di inflessione, giacché nel caso che si tratta, essendo 
f" (x) uguale al numero — 2, non è ammissibile la condizione 
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Perciò la curva in qualunque sua parte è convessa verso la tan- 
gente parallela all'asse x, giacché una modificazione nell'andamento 
rispetto a tal retta -non è possibile, se non esistono punti d'inflessione.- 
Si noti che questa considerazione grafica abbraccia la circostanza 
particolare verificata su questo esempio, che cioè oltre le ascisse 



tutti i punti del luogo cadevano nella regione delle y negative, e 
sì allontanavano costantemente dall' asse x. 

Cosicché la linea si compone di una ondulazione sola, la quale è 
limitata nella regione delle y positive dalla tangente 



e si estende indefinitamente nella regione delle y negative : il tratto 
continuo col quale si possono riunire i diversi punti della fig. 1 1 an- 
drebbe considerato come una parte di questa curva, la quale deve in- 
tendersi descritta così : il punto mobile in cammino nella regione delle 
y negative da una distanza infinitamente grande viene avvicinandosi 
all'asse x, lo raggiunge, lo passa (ascissa i), entra nella regione 
delle y positive ; quivi s' allontana dall' asse x sino ad una distanza 

massima rappresentata da — ; lasciata questa posizione, si avvicina 

4 
dì nuovo all'asse x, lo passa (ascissa 2), entra nella regione delle 
y negative e si allontana senza limite dall' asse x. È inutile ripetere 
la considerazione fatta altre volte e che costituisce un carattere co- 
' mime a tutti i polinomi che qui si trattano, qualunque sia il loro 
grado; che cioè a qualunque epoca e a qualsiasi distanza dall' asse x 
il pùnto mobile s'avanza costantemente da sinistra verso destra. 

II. In modo affatto analogo lo studioso discuta e rappresenti 
la linea 

y=f{x) = x t + x+i. 

Troverà che essa non ha punti di inflessione; che presenta una tan- 
gente parallela all'asse x nel punto 

{-p !)■■ 

che è convessa in ogni sua parte verso questa tangente, e che quindi 
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si compóne di una ondulazione sola, la quale si svolge tutta nella 
regione delle y positive ; che sono punti della medesima quelli le 
cui coordinate vengono indicate nel quadro; che la curva non sega 
l' asse x, e che finalmente V equazione 



non ha radici reali. 



• + x+i- 
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yw 


• ■ 


A') 


— 2 


+ 3 




+ ' 
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+ 3 


-^ 


! +f 







III. Si sono già individuati {fig. 12) parecchi punti del luogo 

y= fl x )= x l — x l— 2x+-; 
J Jyr ' 3 2 ' 3 

si è visto, che esso ha il punto di inflessione 



U ' 12 r 



che la tangente condotta per questo punto forma colle x l'angolo 
ottuso T, per cui 

tangr=-| 
4 

e che a sinistra dell'inflessione la curva è convessa verso l'asse, 
mentre è concava a destra. Si è trovato che il luogo nei due punti 



H)' H) 



ha te tangenti parallele all'asse x, e che tanto attorno al primo 
quanto attorno al secondo di questi punti la linea è concava verso 
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l'asse. la base a questo è chiaro che verso la tangente (parallela 
all'asse x), condotta pel punto d'ascissa — i è convessa in ogni 
sua parte quella porzione del luogo che trovasi a sinistra del punto 
d'inflessione; porzione la quale a destra è limitata da questo punto 
d' inflessione e sì estende, per quanto è stato detto ora, indefinitamente 
nella regione delle y negative. L'altra porzione del luogo, la quale 
giace a destra del punto di inflessione, è tutta convessa verso la 
tangente (parallela all'asse x) condotta pel punto di ascissa 2: co- 
sicché, mentre essa è limitata a sinistra dal punto di inflessione, 
è illimitata a destra nella regione delle y positive. Si noti che que- 
ste considerazioni comprendono le circostanze particolari verificate 
già su questo caso, che cioè per ascissa minore di — 3 le ordinate 
erano tutte negative, mentre per ascisse maggiori di + 4 erano tutte 
positive. 

Pertanto il punto mobile che trovasi in cammino nella regione delle 
y negative da una distanza infinitamente grande, è andato del con- 
tinuo avvicinandosi all'asse x, arriva a questo, Io passa (ascissa — 2); 
s' avanza nella regione delle y positive sino ad una distanza massi- 
ma dall'. asse x di — ; da questa posizione ritorna verso l'asse x, lo 
passa ( fra le ascisse zero ed — | , entra nella regione delle y negative, 

e, passata l'inflessione, arriva sino alla distanza dall' asse x, dalla 

quale ritorna verso quest'asse che passa per la terza volta (fra le 
ascisse 3 e 3 l /i), entra nella regione delle y positive, ed in questa 
s' allontana indefinitamente dall' asse x. 

Inutile ripetere anche qui, che il punto procede costantemente da 
sinistra verso destra. 

Il tratto continuo col quale si possono riunire i punti della fìg. 12 
rappresenterebbe una parte del luogo. 
IV. Quanto alla linea 



si sono già segnati sul piano (fig. 13) diversi punti; e si è trovato 
anche che essa ha un punto di inflessione, il punto 

(-*■ -# 

che quivi la tangente forma coli' asse x l'angolo T, per cui 

_3 " ■ 



tan g r=J 

4 
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che a sinistra di questo punto I" arco è convesso verso l' asse, a de- 
stra è concavo. Per conoscere se questa linea ammetta tangenti pa- 
rallele all'asse x, basta scrivere la condizione 

/'M = ° 

e cercare se e quali numeri la soddisfano. Si ha 

/(') = »' + *+'■ 
Ora 

r' + *■ + i = 6 
equivale a 



KM- 



che non è soddisfatta da alcun valore reale di x : dunque il luogo 
non ha tangenti parallele all'asse x, e mancano qui quelle due ondu- 
lazioni che presentava la curva dell'esempio III. È facilissimo formarsi 
l' idea della curva attuale, osservando che in questo caso il punto 
mobile, nella regione delle y negative s'avvicina costantemente al- 
l'asse x, passa la posizione dell'inflessione, raggiunge l'asse x, lo 
passa (fra le ascisse I e— I, entra nella regione delle y positive, 
dove s'allontana indefinitamente dall'asse. È importante notare che 
le considerazioni geometriche precedenti abbracciano la circostanza 
particolare verificata altra volta, che cioè per ascisse minori di — 3 
le ordinate erano tutte negative, mentre per ascisse maggiori di -f- 2 . 
le ordinate erano tutte positive; e che di più si è assicurati dalle 
medesime {cosa rimasta dubbia nello studio precedente di questo 
esempio) che il luogo sega l'asse x in un punto solo fra le ascisse 
1 e - e che ; 
1* equazione ; 



V. Dal polinomio 

f{x) = 2x s —%x ì -\-x—i 
si deducono i due 

/' (r) = 6 x 1 — io x -(- I, 
/" ( X ) = 12X— IO. 
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/»(*)= 12*- 


è soddisfatta da 


_ 5 



perciò il punto 



[1=0,833, -2 — M*]. 



che cade nella regione delle,? negative, è l'unico punto di inflessione 
del luogo; la tangente condotta per esso forma coli 1 asse x l'angolo 
T ottuso, pel quale è 

«.ngr — £. 

Di più, avendosi 



e®. 



A = +: H\ ^-L + ,..= + 2ff>-\-..., 

T 1.2.3 

ossia essendo negativa la differenza A pei punti immediatamente a 
sinistra della inflessione, e positiva per quelli a destra, ed inoltre tro- 
vandosi il punto di contatto nella regione delle y negative, si ha 
convessità verso l'asse x a sinistra, e concavità verso l'asse mede- 
simo a destra. La condizione 

f (ar) = 6x* — IO* + I = O, 

equivalente all' altra 

(6 x — ■ 5) 1 = 19, ecc., 
è soddisfatta dai due valori 

0,106; 1,559; 

ai quali corrispondono le ordinate 

— o,947i —4.015; 
perciò pei due punti 

(0,106; ò$47), {1.559; 4/>i5) 
le tangenti sono parallele all'asse x e siccome pel primo di questi pun* 1 
di contatto f ed f" hanno lo stesso segno, pel secondo segni contran, 
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così attorno al primo punto l'arco è convesso verso l'asse x, at- 
torno al secondo è concavo. 

La tabella seguente dà le coordinate dì parecchi punti della 
curva, e nello stesso tempo riassume quasi tutti i risultati prece- 
denti: la terza colonna contiene ì valori f'{x) relativi ai tre punti 
principali, e la colonna indicazioni tre parole che mostrano, le con- 
dizioni' di andamento rispetto all' asse x attorno ai due punti di 
tangente' parallela all'asse medesimo e la natura dell'angolo T for- 
mato coli' asse a? dalla tangente alla inflessione. 



- 


/(») 


fi.') ■ 


Indicazioni 


— °,5 


— 9 

— 3 

— t 




' 


+ 0,106 


— o,947 





convessa 


+ °.S 


— >'S 






+ ",'13 


- 2,481 


'9 


otmso 


+ i 


— 3 




"* 


+ I.S59 


— 4.015 





concava 


+ 2 


— 3 






+ >.S 


+ ",5» 






+ 3 


+ ■■ 







Evidentemente tutta quella parte di curva che trovasi a sini- 
stra del punto dì inflessione è costantemente convessa verso la tan- 
gente (parallela all'asse x) pel punto d'ascissa + 0,106; mentre 
l'altro punto che trovasi a -destra dell'inflessione medesima è con- 
vessa verso la tangente [parallela all'asse #} pel punto dì ascissa 
+ 1.559- 

Cosicché il luogo di cui si tratta si estende senza limite a si- 
nistra, nella regione delle v negative, a destra in quella delle posì- 
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Uve: il punto mobile,- in cammino nella regione delle y negative da 
una distanza infinitamente grande, viene avvicinandosi all'asse x, 
arriva sino ad una posizione distante — 0,947 da questo e poi se 
ne allontana; passa per l'inflessione, giunge alla distanza dall' asse 
x rappresentata dal numero — 4,015 ; poscia si avvicina di nuovo 
a quest'asse, lo passa fra le ascisse 2 e 2,5 , entra nella regione 
delle y positive, dove s'allontana senza limite dall'asse x: inutile 
osservare che a qualsiasi epoca e in qualunque posizione, il punto 
mobile procede costantemente da sinistra verso destra. La costru- 
zione della linea è facilissima, mediante i dati del quadro, e si la- 
scia allo studioso. 

Intanto le considerazioni precedenti hanno posto chiaramente 
in sodo, che la striscia di piano compresa fra le due tangenti pa- 
rallele all'asse x, le cui equazioni sono rispettivamente 

y = — 0,947, ^ = — 4,015 

e sulla quale si trovano il punto di inflessione e i due punti che 
caratterizzano le ondulazioni di cui si compone la curva, è tutta 
compresa nella regione delle y negative, e che è quindi il solo ramo 
estendentesi all'infinito nella regione delle y positive che sega l'asse 
una volta; e che perciò l'equazione. 

2 *■» — 5 #* -\-x — 1 = 

ha una sola radice reale: questa è compresa fra 2 e 2,50. 
VI. Dal polinomio 

} = /<*)=x' + x-+\x*-<lx-l 

si deducono gli altri due 

/>(*}-4*« + 3 jr , + * — 8, 

■ f"{x) = 12X*+6x+I. 

La condizione 

/" ( x ) = 12 x* + 6 x + 1 = o, 
equivalente all'altra 



M- 



non è soddisfatta da alcun valore reale per x, perciò il luogo non 
ha punti di inflessione. 
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La equazione 

/' ( x ) = o = 4 *■ + 3 x*j- x — 8 = o 
lia per radice l' unità, e si tramuta quindi in 

(4*'+7*+8)fcr — l) = 0: 
e la condizione 

4*- 2 + 7^ + 8 = « 
equivalente all' altra 

.(••+#—£. 

non è soddisfatta da alcun numero reale. In conseguenza il luogo 
ha una sola tangente parallela all'asse x, la tangente condotta pel 
punto di ascissa r. Sostituendo l'unità ad x nei polinomi f{x) ed 
f" (x), si trova 

/(i) = -6, 5 o, /"(i) = + 19, 

quindi l'ordinata del punto di contatto è — 6,50, ed inoltre da una 
parte e dall'altra di questo punto la curva è concava verso l'asse. 
Siccome poi il luogo non ha alcun punto di inflessione, cosi è certo 
che esso in ogni sua parte è convesso rispetto alla tangente pa- 
rallela ad x; si compone quindi- di una ondulazione sola, caratte- 
rizzata dal punto (i; — 6,50); limitata nella regione delle y negative 
e che si estende indefinitamente tanto a destra, quanto a sinistra 
nella regione delle y positive. 

La tabella alla pagina seguente dà le coordinate di parecchi 
punti del luogo, ed è in base a quei numeri, ed alle osservazioni 
"-fatte precedentemente che si potrà con grande facilità tracciare la 
curva sul piano. In questo caso pertanto un punto mobile in cam- 
mino nella regione delle y positive da una distanza infinitamente 
grande, viene avvicinandosi all'asse x, lo raggiunge, lo attraversa 
ifra le ascisse e o], entra nella regione delle y negative, s'al- 
lontana dall'asse x sino alla distanza massima rappresentata dal- 
l'ordinata — 6,50, ritorna verso l' asse #, lo attraversa di nuovo fra 
le ascisse 

+ .- = +.5-, 
4 4 

entra nella regione delle y positive, allontanandosi costantemente 
dall' asse x. Il punto mobile poi a qualunque epoca e in qualsiasi 
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posizione ha sempre proceduto da sinistra verso destra. L'interes- 
sante da notare qui è che, siccome la curva descritta sega in due 
punti l'asse delle x, cosi l'equazione 

x l + x*-\--x* — 8*— 1=0 

ha due sole radici reali e due limiti particolari, per ciascheduna di 
esse sono stati indicati dal processo tenuto. 



* '- 
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+ 3,06* 
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+ 1,019 


+ , 4 


— 3,437 
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— 1,000 
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+ 1.269 


+ ; 


— 3.949 


+ a 


+ 9.000 


+ J 


— 4,687 







VII. Abbiasi il polim 

y = f[x) = — x* x +x*-+- tx — 

' 12 2 6 

Da esso si deducono gli altri due: 

23 



La condizione 

' /"W-o 
è soddisfatta dai due numeri 1 e 2. La condizione 
/'W=o 
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lo è dal numero — i ; talché /' (x) è divisibile per x -f- i , e si trova : 



i , ii .23 
3 6 ' 6 

equivalente all'altra 

16' 



-lì- 



non è soddisfatta da alcun numero reale. 

Dunque, il luogo rappresentato dalla funzione proposta ha due 
punti di inflessione, le ascisse dei quali sono rispettivamente I e 2 
e in conseguenza le ordinate 

/(l) = + 4 ed /(2)_+S'/.., 

ed ha un punto solo pel quale la tangente è parallela all'asse x, il 
punto d'ascissa — I e di ordinata 

/(_,). — 2 |. 

Attorno a quest' ultimo punto la curva è concava verso l' asse x, 
giacché 

f»(-i)=+6 

ha segno contrario ad /( — 1). Le tangenti pei punti di inflessione 
formano cos'asse :r rispettivamente gli angoli T e T', dei quali 
tanto l'uno quanto l'altro sono acuti, e per cui 



Per le condizioni di andamento rispettivamente all'asse x si trova, 
al punto d'ascisse 1 : 

* . 1.2.3 6 ~ 



attorno al punto d'ascisse 2: 



ut I \±t \ l ira _i_ 
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e siccome tanto l'un punto quanto l'altro giacciono nella regione 
delle y positive, cosi alla sinistra del primo punto 1' arco è convesso, 
a destra concavo; a sinistra del secondo è concavo, a destra con- 
vesso. 

La tabella seguente riassume quasi tutti i risultati precedenti 
ed indica le coordinate di alcuni altri punti diversi da quelli tro- 
vati sin qui. 



• 
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La colonna f (x) contiene tre soli numeri che sono quelli relativi 
alla tangente parallela all' asse x, e alle due tangenti pei punti di 
inflessione; la colonna indicazioni contiene tre parole, la prima rela- 
tiva alle condizioni di andamento della linea verso l'asse x attorno al 
punto di ascissa I ; le altre due relative alla natura degli angoli formati 
coli' asse x dalle due tangenti pei punti di inflessione. A mezzo dei 
numeri offerti dalla tabella lo studioso traccerà sul piano la curva, 
cominciando dai tre punti importanti, secondo l'ordine in cui i me- 
desimi si Succedono da sinistra a destra (dall'alto al basso nel qua- 
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dro) ; e cioè individuerà ìl punto, di ascissa — 1, poscia quello di 
ascissa" 1, in seguito l'altro d'ascissa 2, conducendo nello stesso 
tempo le tangenti pei punti medesimi; ecc. È chiaro che rispetto al- 
l'unica tangente parallela all'asse x è convessa tutta quella parte 
del luogo, i cui punti hanno ascisse minori di r, e che perciò l'on- 
dulazione caratterizzata da questa tangente è limitata a destra dal 
primo punto d'inflessione, ma è illimitata a sinistra, ossia la curva 
si estende indefinitamente nella regione delle y positive. 

Fra i due. punti di inflessione non trovasi alcun punto per cui 
la tangente sia parallela all'asse x\ l'ordinata va costantemente au- 
mentando da 4 a -j- 8— ; tang T diminuisce di pochissimo passan- 
do dallo stato -|~4 — all'altro -J-4 — ; è qui il caso pertanto di 
un arco limitato a due punti di inflessione successivi, che non forma 
una ondulazione. 

Per ascisse maggiori di 2 si hanno ordinate costantemente po- 
sitive e crescenti, giacché non esistono tangenti parallele all'asse 
x su questa parte del luogo, che è perciò illimitata a destra nella 
regione delle y positive. È inutile, dopo quanto è stato detto, se- 
guire il cammino che percorrerebbe il punto mobile in questo caso ; 
è importante però notare qui che, siccome la- linea sega in due 
punti l' asse delle x, cosi 1' equazione 

12 2 ■ ' '6 12 

ha due sole radici reali, una compresa fra — 2<e — r, l'altra fra o 
ed r. 

Vili. Per istudiare la linea la cui equazione è 

y=f{x) = x i — io x* -\- 6 x + i, 
si calcolano anzitutto le due prime derivate" di /(x), ossia: 
/'(*) = 5**— 30^ + 6, 
f" fx) = 20 x % — 60 X. 
La condizione 

/" [x) = 20JT* — 60 x = o, 

equivalente all'altra 

*<*' — 3) = 0, 

è soddisfatta da tre Valori dì x: 

o. +\/3 = + r >732, — tfj = — 1,732; 
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ai quali corrispondono rispettivamente i valori di y: 

/(o) = i; / (1,732) 24,98; /(— 1,732) = 26,98: 

cosicché il luogo ha tre punti di inflessione: 

(o; *), (1,732; 24798); ([^32; 26,98). 

Le tangenti per questi tre punti fanno coli' asse x rispettivamente 
gli angoli T, T', T"; Tè acuto; T' = T" è ottuso, e si ha: 

tang T=6; tang T' = tang T" = — 39. 

Inoltre pel punto di inflessione d'ascissa o, che cade nella regione 
delle y positive, è : 

A — a: £r ,- £-ls9 + ...' = ±10.//'+...; 

pel punto d'inflessione d'ascissa 1,732, che cade nella regione delle 
y negative, è: 

\= r ff* -LJ°) _|_ . . . = 1 20 /f ' + . . . ; 
T 1.2.3 

pel puntò di inflessione di ascissa 1,732, che cade nella regione delle 
y positive, è: 

■fZUM-L. -, *„/,.+ ...: 

cosicché la linea presenta verso l' asse x, attorno al primo di questi 
punti, convessità a sinistra, concavità a destra; attorno al secondo, 
convessità a sinistra, concavità a destra; attorno al terzo, concavità 
a sinistra, convessità a destra. 
La condizione 

/' M = 5 ** — 3°*' + fi = o, 

equivalente all'altra 

(5**— 15)'= 195; «e., 

è soddisfatta da quattro valori di x: 

241 ; — 2,41; 0,46; —0,46; 

ai quali corrispondono rispettivamente i valori di y : 

— 43,22; 45,22; 2,81; — 0,81 ; 
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e perciò il luogo ha quattro tangenti parallele all' asse x, quelle 
condotte pei punti: 

(2,41; 43J22), (2^41; 45,22), {<m6; 2,8i), (0J46; ojli); 

e siccome 

/" (2,41) = + 135.35. /" (241) = — 135.35 J 

/" (0,46) = — 25,65; /" M6) = + 25,65 : 

sono di segno contrario rispettivamente a: 

/(2,4i)= — 43,22; /(2^I)= +45>22 

/{o,46) = + 2,8r; / (0^46) = — 0,8 1 ; 

così attorno a ciascheduno di questi quattro punti la curva è con- 
cava verso l'asse x. 

Quasi tutti i risultati precedenti, insieme alle coordinate di al- 
cuni altri punti diversi dai considerati, figurano nella presente tabella, 
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La colonna /' (x) fornisce i valori retativi esclusivamente alle tan- 
genti parallele all'asse x e a quelle condotte pei punti di infles- 
sione, e la colonna successiva [indicazioni] contiene le circostanze 
di andamento attorno ai punti, per cui le tangenti sono parallele al- 
l' asse x e la natura degli angoli formati coli' asse x dalle tangenti 
condotte pei punti di inflessione. 

Volendo lo studioso tracciare sul piano il luogo, di cui è que- 
stione, dovrà cominciare dal mettere a posto i sette punti principali, 
procedendo da sinistra verso destra (dall' alto al basso nel quadro) ; 
condurre le tangenti rispettive, segnare gli altri quattro punti, le cui 
coordinate sono indicate nel quadro, ecc. Siccome però qui le ordinate 
assumono valori assai considerevoli, eziandio in quella parte della 
curva, la quale dovrebbe essere rappresentata, cosi tale tracciato 
potrebbe presentare qualche difficoltà. D'altronde è necessario os- 
servare che, per lo scopo cui si ha in mira, piuttosto che d'un di- 
segno esatto della curva, è qui il caso di un disegno di massima: 
disegno fatto, cioè, avendo riguardo unicamente al segno (+ o — ) 
delle ordinate e non al loro valore, avendo riguardo alla natura 
. dell' angolo formato dalla tangente (se zero, se acuto, se ottuso) e 
non al numero che gli serve di misura. Uno schizzo di questo ge- 
nere, fatto a mano libera, sarà più che sufficiente a fornire una 
idea chiara dell'andamento della curva; andamento, del resto, che 
lo studioso deve ora essere in grado di dedurre dalla considera- 
zione dei soli dati della tabella; ed eccolo: 

— la parte del luogo, che trovasi a sinistra del primo punto di in- 
flessione (quello d'ascissa 1,73}, è tutta convessa verso la tangente 
(parallela all'asse x) condotta pel punto d'ascissa 2,41; giacché 
sulla medesima non esiste alcun punto di inflessione: perciò questa 
prima ondulazione è limitata a destra al punto d'ascissa 1,73; ma 
è necessariamente illimitata a sinistra; cosicché combinando questa 
circostanza colle condizioni di andamento rispetto all'asse x attorno 
al punto d'ascissa 2,41, sì deve dire che la linea si estende illimi- 
tatamente a sinistra nella regione delle y negative dopo aver segato 
l'asse fra le ascisse — 4 e — 3; 

— l'ondulazione seguente, caratterizzata dal punto di ascissa — 0,46, 
che giace nella regione delle y negative, ha per punti estremi le due 
inflessioni di ascisse rispettive 2,41 e O, le quali giacciono entrambe 
nella regione delle v positive; questa ondulazione pertanto sega 
l'asse x due volte; una volta fra le ascisse 1,73 e 0,46; la seconda 
fra le ascisse 0,46 e O; 

— viene poscia una terza ondulazione, che ha i suoi estrerai, uno 
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{quello d'ascissa o) nella regione delle -y positive; l'altro (quello 
d'ascissa 1,73} nella regione delle y negative; e per la quale il punto 
di tangente parallela all'asse x giace nella regione delle y positive; 
questa ondulazione sega l'asse una volta sola, fra le ascisse 0,46 
ed 1,73; ' 

— l'ultima ondulazione comincia a sinistra all' inflessione di ascissa 
l>73; na ' a tangente parallela all'asse x nel punto d'ascissa 2,41; 
e a destra è illimitata; la linea quindi si estende illimitatamente 
nella regione delle' y positive in causa delle speciali condizioni di 
andamento, dopo aver tagliato per la quinta volta l'asse x fra le 
ascisse 3 e 4. 

Dopo tutto questo è inutile fermarsi a descrivere il cammino 
che percorrerebbe un punto mobile sul piano. In questo caso è da 
notarsi però, concludendo, che, siccome la linea 



y=f[x)=x* — io x" -{- 6 x -\- I 
sega in cinque punti l'asse x, cosi l'equazione 

x 1 — io x' ~\- 6 x' ~{- 1 = o 

ha cinque radici reali, ciascheduna compresa fra due numeri, che 
sono stati precedentemente indicati. 

Le conclusioni che possono dedursi da quanto è stato esposto 
sin qui in questo capitolo sono di due specie. Le une si riferiscono 
ai caratteri geometrici del luogo 

y=f(A. 

e a questo riguardo si è detto abbastanza, perchè lo studioso possa 
riassumerle da se; Le seconde hanno rapporto diretto col problema 
generale che si tratta, della separazione cioè delle radici reali del- 
l'equazione: 

/(*) = 0. 

Ed anzitutto: dalla costruzione del luogo 

y=f(*) 

si può avere la conferma del teorema; che se il grado m di f(x) 
è dispari, l'equazione /{*■) = o ha necessariamente una radice reale; 
se m è pari, / (x) = o può essere sprovvista di radici siffatte ; si 
può avere eziandio la riprova degli altri teoremi del secondo capi- 
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tolo, nonché può dedursene che, affinchè fra due numeri \ e jj. sia 
compresa una radice di 

■ /«=». 

è necessario in generale che f(\) ed f(y) siano di segno contrario; o 
in altre parole che la reciproca del teorema fondamentale (capitolo 
secondo) è vera, in generale, toltone il caso in cui /' arco sia tangente 
all'asse x. 

In secondo luogo la costruzione ha condotto alla separazione 
delle radici di 

/M = °, 

ossia alla determinazione di due limiti particolari a ciascheduna delle 
radici di questa equazione in tutti i casi numerici trattati E cosi 
si è veduto ; — che l 1 equazione 

— jc' + ^-J- 2=0 
ha due radici reali, cioè — 1 e 2 ; 

— l'equazione 

x * -j- x -f 1 = o . 

non è verificata da alcun numero della serie reale- 

— l'equazione 



ha tre radici reali; una uguale a 2; una seconda compresa fra 
e 0,50; la terza fra 3 e 3,50; ' 

— l'equazione 

** 1 *"* 1 

7+T+*- 3 - 

ha una sola radice reale compresa fra 1 ed 1,50'; - 
— ■ l'equazione 

2x* — $x*-\-x — 1=0 

ha una sola radice reale compresa fra 2,0 e 2,5; 

— l'equazione 

x* ~\- x* -\ x* — $x — 1 = 

ha .due radici reali, una fra 0^25 e O; l'altra fra 1,50 ed 1,75; 

— l'equazione 
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ha due radici reali comprese una fra a e i ; l' altra fra o ed i ; 
— l'equazione 

x t — io x' -f- 6 x -f- I = o 

ha_ cinque radici reali, limiti delle quali sono rispettivamente: 

4 e 3; I ,73 2 e 0,46; 0,46 e o; 0,46 e 1,732; 3 e 4. 

Talché per questi casi particolari la sola rappresentazione ha con- 
dotto alla risoluzióne del problema al quale si mira. 

Ma però, -quantunque la medésima sia sempre facilmente appli- 
cabile ai polinomi di terzo grado, pur nondimeno egli è certo che 
la costruzione grafica, lasciata alle sole sue forze, non condurrebbe 
facilmente a risultati soddisfacenti per lo scopo che sì ha di mira, 
quando si trattassero equazioni di gradi elevati 

Perciò non nella sola costruzione grafica dovrà cercarsi in ge- 
nerale la soluzione del nostro problema, alla quale essa non può facil- 
mente condurre che in alcuni casi speciali; ma bensì nei principii che 
emanano da questa costruzione, associati ai principii analitici dei primi 
quattro capitoli di questo libro; ed è ciò quanto trattano i capitoli 
che seguono. 
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Si rammenti anzitutto che, dal grado di f{x) e dal numero 
delle variazioni di segno in questo polinomio e nel polinomio tra- 
sformato F (x), si ha mezzo a concludere tosto quante radici reali 
possibili debbano ammettersi per la proposta 
/W = o. 

Da queste considerazioni preliminari si passa in seguito allo studio 
speciale delle radici positive, sia di f{x) = 0, sìa dì F{x) = o. 
— Se per l'equazione 

/W=o, 

L è il più piccolo numero intiero, che soddisfa alla regola newto- 
niana (capitoli terzo e quarto), tutte le radici positive della mede- 
sima sono comprese nell' intervallo 

(o... Z). 

Di più, siccome quella legge, a mezzo della quale dalla funzione 
f[x) vengono dedotte tutte le derivate 

vale sempre per formare con una qualunque di queste le derivate 
successive; e siccome inoltre la condizione newtoniana si riferisce ad 
uno stato comune per rutti i polinomi 

/(*), /'(*}, /»(*), /'"(*)...! 
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giacché la medesima esige che essi diano risultati tutti positivi ; cosi 
è chiaro che L è limite superiore generale, non solamente delle ra- 
dici di 

ma eziandio di quelle di ciascheduna delle equazioni secondarie 

/'{r)=o, f"{x)=O.T.; 

le radici positive delle quali, per conseguenza, sono esse pure tutte 
comprese nell'intervallo 

1.0... L). 

Al contrario il numero intiero che precede L, ossia L — I (che si 
indicherà per semplicità con L,) non soddisfacendo più alla condi- 
zione newtoniana, o in altre parole, rendendo negativo uno o parec- 
chi dei risultati 

/(£,), /<(£,), /"(£J, /"'(£,)..., 

non è più limite superiore comune a ciascheduna di queste equa- 
zioni,^ una delle quali almeno deve essere soddisfatta una volta nel- 
l' intervallo ' 

(£,...£). 

— Può darsi intanto che i risultati /(Li) ed f(L) abbiano lo stesso 
segno o abbiano segno opposto. 

— Nel primo caso, è possibile l'esistenza di due o più radici! (in 
numero pari) di f{x)~ o nell'intervallo (L, . . . L); ma p'uò avvenire 
anche che non ne esista alcuna; giacché, perchè Zi non soddisfi più 
alla condizione newtoniana, è sufficiente che nell'intervallo s'annulli 
una qualsiasi delle derivate 

/'<4 /'». /"'(*)••■ ■ 

— Se poi /(ij) ed f{L) hanno segno opposto fra A ed Z, 

/(*) = » 

è soddisfatto almeno una volta , ma può " esserlo anche un numero 
dispari di volte. 

— Talché, vogliasi nell' un caso, vogliasi nell'altro, è necessario ap- 
plicare nuove ricerche e nuovi criteri all'intervallo 

(Z....Z). 

Prima di procedere a questo però gioverà generalmente conoscere 
sin da principio i risultati tutti che s'ottengono da/(*), quando in 1 
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vece dì x vi si pongano rispettivamente gli intieri 

Z, = Z — 2, Z, = i— 3 . . ., 

che precedono Zi; giacché potrebbe avvenire che in taluni casi spe- 
ciali tale conoscenza bastasse alla separazione delle radici; o che, 
più in generale, essa aiutasse le ricerche ulteriori, consigliando ad 
incominciare quest'ultime piuttosto da un intervallo che da un altro. 
Per esempio, se per le variazioni offerte da f(x) non fossero possibili 
in f(x) = o, che n radici positive ed i risultati 

/(£). /(A), /(i),... /Ci 

presentassero nei loro segni n — i variazioni, sarebbe certo che delle 
« radici reali supposte esistono solamente n — i, ecc. Veggasì ad 
esempio l'equazione 

x l — 5*— 3 = o, 

studiata alla fine del capitolo quarto. 

Ecco ora il concetto delle nuove ricerche da compiersi in se- 
guito su ciascheduno degli intervalli 

{£,...£), (£....&),..., 

e per fissare le idee su 

. . (£,-■.£)■ 

— Calcolinsi le espressioni 

/Mi -j/'W; iV' Wi TX! 7 '"'*'-"' 

successivamente per , 

x = Z[ ed x = L , 

a mezzo dell'algoritmo [B] e i risultati si scrivano in ordine inverso, 
come è qui sotto indicato : 

-/•—■(A)..., 



...-^/"{L), -f /'(£). AL); 
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— nella prima di queste serie alcuni, ed uno almeno dei termini, è 
negativo; nella seconda i termini tutti sono positivi. 

Si supponga di costruire ordinatamente gli archi delle linee 

/'-»M, 
/•--»(*), 

/—»!*), - 
/(*). • 

terminati ai punti di ascisse i,,ed L. Anzitutto la linea - - 

/»-»<•) 

è una retta; cosicché Ì soli segni delle ordinate estreme, cioè dì 

/'—>(£,) ed /—»(£). 
bastano a stabilire se questa retta seghi o no l' asse nelT intervallo 

(A. ..£):. 
nel che sì ha un criterio certo per dire se la linea susseguente 

/'--m 

presenti o non presenti una tangente parallela all' asse x nell' inter- 
tervallo, ossia formi o non formi una ondulazione. Se tale ondula- 
zione esiste, può accadere che essa, seghi ,o non seghi l'asse; o, in 
altre parole, che l' inrervallo (Li . . . L) comprenda o no due radici 
dell' equazione 

f'-»(x)=o; 

ed è questo quanto deve essere accertato prima di continuare. A 
ciò servirà un procedimento che si discuterà in breve e che, o con- 
durrà alla conclusione che l'ondulazione considerata non taglia l'asse, 
o spezzerà l'intervallo (L ...L) in due intervalli distinti, ciasche- 
duno dei quali contiene un punto di sezione; a questo punto si po- 
trà, sull'intervallo, maggiore, se l'ondulazione non sega l'asse, o 
su ciascheduno dei minori se ha luogo il contrario, continuare lo 
studio sugli archi successivi sino al primo f(x), e quindi si conclu- 
derà se il polinomio f(x) ammette o no numeri che Io annullano 
nell' intervallo considerato. 
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Se poi la retta 

/'--'M 

non sega l'asse, si piglierà per punto di partenza il primo fra gli 
archi precedenti che taglia V asse medesimo, ecc. 

Tutto il lavoro precedentemente indicato, ripetuto agti intervalli 

{£.... 'ZO, (£,...£,),... 

condurrà alla separazione delle radici, ossìa alla determinazione di 
altrettante limitazioni particolari per ciascheduna di esse. 
Ciò per quanto ha riguardo allo spirito del metodo: — il modo di 
applicarlo, i criteri geometrici speciali necessari, le semplificazioni 
che si possono usare esigono lo studio particolareggiato di buon 
numero d'esempi; ed è quanto viene fatto qui sotto. 
I. Anzitutto si studi l'equazione 

/(*■)=*■' — 2x — 5=°. 

e si provi direttamente quanto si verificò nel capitolo secondo; che 
cioè essa ha una sola radice reale. — La medesima pel suo grado 
potrebbe avere tre radici reali; l'unica variazione presentata da /"(.*) 
accenna all'esistenza necessaria di una sola radice positiva; e i due 
cambiamenti di segno, che si incontrano nel polinomio trasformato 

F{x) =x' — 2x + $, ■ 

permettono di supporre due radici negative. 
Riferendosi all'equazione data 

/(*)==*'— 2* — 5 = 0, 

si vede immediatamente, che per l' unica radice positiva è limite su- 
periore il numero ' ' 

5-M=6; 

da questo si discende sino a 3, il più piccolo degli intieri che soddi- 
sfino alla regola newtoniana. Per x = 3 si ottiene 

per x = 2 

f{2)=-i; 

ed è evidente che, non potendosi in questo caso supporre più ra- 
dei positive, si deve senz'altro concludere, che l'unica radice posi- 



>v Google 



Capitolo decimo. 



tiva è compresa fra 2 e 3. Qui pertanto non è più necessario l'e- 
same delle due serie che, si ottengono per x = 2 ed x = 3 ; però, 
siccome esse presentano un carattere speciale, che si incontrerà so- 
vente in seguito, cosi è utile studiarle egualmente. Esse trovansi tra- 
scritte nel quadro: 
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Tutti i numeri che le compongono sono positivi, ad eccezione di 
uno solo, / (2) ; la retta /" [x) non sega F asse nello intervallo, giac- 
ché le ordinate estreme sono dello stesso segno; quindi fra le ascisse 
2e3 non esiste per la linea /' (x) alcun punto di tangente paral- 
lela all'asse x: — la linea /' (x) fra gli stessi limiti 2 e 3 non sega 
1' asse, giacché non forma ondulazioni nell' intervallo, e le sue ordi- 
nate estreme hanno segni uguali; non esìste in conseguenza alcun 
punto di tangente parallela all'asse x sulla linea f{x), la quale però 
sega l'asse una volta, giacché i segni delle ordinate estreme del- 
l'arco sono opposti. Concludendo, fra 2 ,e 3 esiste una radice di 



e non ne esiste alcuna di 
o di 



/(*)-o, 



Ogni volta che in due serie calcolate si riscontrerà il carattere 
esaminato ora, sì potrà amméttere la conclusione precedente senza 
ripetere i ragionamenti fatti; ì quali del resto sono applicabili ad un 
caso più generale di quello trattato; al caso, cioè, in cui non già i 
risultati tutti abbiano lo stesso segno, ad eccezione di un solo, ma a 
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quello in cui abbiano segni uguali due a due i risultati corrispondenti, 
al caso, per esempio, offerto dalla serie del seguente quadro, 
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ottenute supponendo * = .£■ ed x=L x nel polinomio f{x) di grado m. 
Per lo studio delle radici negative dell' equazione /(*•) = o, si 
ricorre alla trasformata 

f{—x) = o = F{x) = x % — 2*'+ 5=0, 

e si cercano le radici positive di questa. Il più piccolo numero in- 
tiero, limite superiore secondo la regola newtoniana, è l'unità; per 
ar= i ed ar = si hanno i risultati F (i) = -j- 4, F(o) = + $; eie 
due radici supposte debbono pertanto cercarsi fra o e 1. Sono rias- 
sunti nel quadro 



•• 


» 


■ 


— ,/>- 

il 


+ ■ 


' +■ 


— .e" 

il 


- 


+ 3 


-V 


— 


-i-i 


F 


+ s 


+ 4 



,,Googk 



.8 7 



i termini delle due serie. — La retta F"-(x) sega l'asse all'estremo 
di ascissa o, non nello intervallo ; talché 1' ondulazione della linea 
successiva non cade entro l'intervallo ed F' passa dallo stato nega- 
tivo — 2 al positiva -J- i, segando l'asse una voltasola; perciò l'arco 
della F(x) presenta un punto di tangente parallela all'asse x; inol- 
tre, siccome è 



= + 4, 



.F(o) = +s té i^(l) = 

cosi gli estremi di questo arco "cadono entrambi nella regione delle 
y positive; ed è incerto anzitutto se l' ondulazione, limitata a questi 
estremi e contenente il punto suddetto, abbia tale disposizione da 
dover ammettere che essa può segare l'asse delle x, o da potere 
a dirittura concludere che ciò è impossibile. Per decidere questo si 
considerino le direzioni delle tangenti guidate pei punti di ascissa o, 
e d'ascissa i, ossia pei punti estremi dell'arco nell'intervallo. Que- ■ 
ste direzioni sono date in massima dai segni che ha F' per le ascisse 




di questi punti. Ora per x = o, F' (o) è negativo", dunque la tan- 
gente a sinistra forma coli' asse un angolo ottuso; per x=i, 

■ F> (!) = +■ 
è positivo, dunque la tangente a destra forma coli' asse un angolo 
acuto: questi risultati, uniti alla circostanza che l'arco F(x) pre- 
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senta nell'intervallo un solo punto di tangente parallela all'asse x, 
permettono di concludere che l'arco istesao volge la convessità verso 
il basso. Cosicché in questo caso la disposizione è tale da dover am- 
mettere che la curva può essere segata 'dall'asse (fig. 20). È utile 
notare qui che sarebbe precisamente avvenuto il contrario, cioè sa- 
rebbe stata accertata l'impossibilità che l'arco segasse l' asse, quando, 




le ordinate dei punti estremi essendo entrambe positive, la curva 
fosse stata concava verso il basso, ovvero quando, le ordinate dei 
punti estremi essendo entrambe negative, l'arco avesse rivolta la con- 
vessità al basso. Questi due casi sono rappresentati nella fig. 21. 
Intanto, provato che nell'esempio attuale l'ondulazione può 
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segare l'asse, resta a decidere se essa lo sega realmente o no. Serve 
per questo il calcolo dell'ordinata -del punto Q (fig. 20) comune a 
quelle due tangenti, delle quali precedentemente si sono studiate le 
direzioni; se si troverà che Q cade fra la curva e l'asse, q nel caso 
particolare attuale che l'ordinata di Q è positiva, vorrà dire, che 
l'ondulazione non arriva" sino all'asse. Ora i risultati: 

F{0)- + 5, 
-PW- + 4, 

J"[0)=-2. 

F (') = +>. 

somministrano il mezzo di scrìvere immediatamente le equazioni 

delle due tangenti; e cioè: 

per la tangente a sinistra, v — 5 = — 2 {x — o), 
» > a destra, y — 4= 1 (x — 1); 

donde per l'ordinata, Y del punto comune a queste due rette: 



cosicché il punto suddetto cade effettivamente fra la curva e l'asse, 
che non possono perciò segarsi l'un l'altro. Le due radici reali sup- 
poste in 

F( r ) = 
non esistono; e quindi 

/M-o 

non ha radici negative. 

Il metodo tenuto ora, e che si terrà costantemente in seguito, 
per decidere se una ondulazione tagli l'asse no, può chiamarsi 
metodo delle due tangenti e si compone di due parti; nella prima 
delle quali, considerando le direzioni di massima delle due tangenti, 
si è condotti. a decidere se l'arco è disposto in modo da poter ta- 
gliare l'asse; nella seconda, a mezzo delle equazioni delle due tan- 
genti, si conclude se l' intersezione dell' arco coli' asse, giudicata 
possibile nella prima parte, avvenga difatti o no. 

È utile considerare sin da ora i risultati ai quali può condurre 
questa seconda parte del metodo. 

Ogni volta che il calcolo della ordinata del punto Q, comune 
alle due tangenti, indicherà, che tal punto cade fra l'arco e l'asse, 
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si dovrà concludere che l'uno di questi non è segato dall'altro; pre- 
cisamente come ha luogo nell' esempio trattato. Ma quando il cal- 
colo suddetto condurrà al risultato opposto, che cioè l' asse trovasi 
intermedio fra il punto Q e gli estremi dell'arco considerato, allora 
nulla potrà concludersi di certo, essendo ugualmente possibile che 
la curva seghi l'asse o no. In casi siffatti sarà necessario dividere 
l'intervallo ìn intervalli minori e studiare separatamente ciascheduno 
di questi, come si vedrà negl'esempi successivi. 

Intanto, riassumendo i risultati ottenuti nello studio dell'equa- 
zione 

x* — 2x — 5 = o, 

si deve dire, che essa ha una sola radice reale compresa fra 2 e 3; 
come si verificò nel capitolo secondo. 
- II. L'equazione 

J{x)=x*~ .x*-\-2x — 3=0 

può, pel suo grado, essere soddisfatta da tre numeri reali, e siccome 
il polinomio trasformato 

non presenta alcuna variazione, ed/(;r) ne presenta tre, cosi la pre- 
posta manca di radici negative, e i numeri reali che la soddisfano, 
se esistono, sono tutti e tre positivi. In questo caso pertanto basta 
lo studio dell'equazione: 

f(x) = x 3 — x*+ 2x — 3=0. 

È lìmite superiore generale: 

3+1=4» , 

da questo si discende all'altro 

-4-+I-». 

che è il più piccolo degli intieri che soddisfano alla regola newto- 
niana: si trova successivamente 

/W = +5i 

/-(!) 1: 

/(o) 3. 
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ora da questi risultati non è dato di concludere nulla di certo, se 
non che fra 1 e 2 trovasi almeno una radice reale. 
Se nell'intervallo 

(1...2) 

questa radice necessaria esiste da sola, l'intervallo precedente 

(0...1) 

può comprenderne due o nessuna; ma può avvenire eziandio che 
fra I e 2 vi siano tutte e tre le radici reali supposte e che non ne 
esista alcuna fra o ed 1. 
Pertanto è qui di assoluta necessità la ricecca delle serie per 

x = 2, # = 1, x = 0. 

I risultati sono riassunti nella seguente tabella: 
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Passando all'intervallo 



Le serie per x = 1 ed x = 2 presentano un carattere già noto, ed 
è inutile ripetere le considerazioni geometriche, dalle quali si è con- 
dotti a concludere, che fra 1 e 2 vi è una sola radice di 

/» = 0. 

si rimane incerti, se esso comprenda due radici di 

/W=o, 
o non ne comprenda alcuna. Intanto la retta f" (x) sega l'asse nel- 
l' intervallo, quindi / ' (x) ha una tangente parallela all' asse x, e forma 
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una ondulazione; se questa arriva a segar l'asse, /' (x) s'annulla due 
volte, cosicché f(x) presenta due tangenti parallele all' asse x, e 
quindi due ondulazioni, delle quali una può tagliare l'asse e dare 
cosi le due radici supposte fra o ed I (veggasi la fig. 22) : le due 
ondulazioni di f{x) non potrebbero entrambe segar l'asse, giacché 
allora la proposta avrebbe quattro radici fra o ed 1 ; il che non è. 
Perciò è necessario anzitutto stabilire se l'ondulazione dell'arco /'(r) 
seghi l'asse o no. 
Si applica per questo' il metodo delle due tangenti; osservando: 

— che le ordinate dei .punti di tangenza sono entrambe positive; 

— che la tangente a sinistra forma coli' asse x . un angolo ottuso, 
quella a destra un angolo acuto ; 

— che l'arco è convesso verso il basso: 




— e che quindi la sola direzione delle tangenti non basta a risol- 
vere la difficoltà. Si ricorre quindi alle loro equazioni. Le ordinate 
dei punti di tangenza sono rispettivamente: 

2.1=2; 3.1 = 3; 

le prime costanti di questa retta; 

1.1.2 = — 2; 2.1.2=4; 

numeri ottenuti dai risultati del quadro moltiplicati per la fattoriale 
che divide la funzione alla quale detti numeri si riferiscono. Da ciò 
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deduconsi le equazioni : 

per la tangente a. sinistra : y — 2 = — 2 {x— o) , ' 
per la tangente a destra: y — 3=4(ar — 1); 
da cui 

Ordinata del punto comune = Ys= -\- 1; 

cosicché le tangenti si segano in un punto compreso fra la curva e 
l'asse; l'ondulazione di/' (x) non arriva sino a quest'ultimo; f'{x) 
non s'annulla ed/(*) non presenta tangenti parallele ad x; passa 
dallo, stato — 3 al — i, offrendo solamente una inflessione, giac- 
ché /" (r) s'annulla nell'intervallo. s 

Pertanto, raccogliendo le diverse conclusioni speciali, la equa- 
zione : 

■ x l — #» + zx — 3=0 

ha una sola radice reale compresa fra 1 e 2. 

Noti lo studioso che in questo esempio è occorso di dover ri- 
correre alle equazioni di tangenti condotte ad una linea secondaria 
e precisamente alla linea f'{x). Ciò accadrà assai sovente in se- 
guito, e sarà necessario, ogni volta che si presenti un caso di que- 
sto genere, osservare di non servirsi, nel comporre le due equa- 
zioni, dei risultati numerici quali vengono tlati dal quadro, ma bensì 
dei prodotti di questi per le fattoriali, che dividono le funzioni a 
cui detti risultati si riferiscono. 

III. Anche per l'equazione 

/{*) = 8*»— 14* +7 = 

la sola considerazione del grado indica l'esistenza possibile di tre 
radici reali; siccome poi 

F(x)=& < x*—i4-r — 7 
presenta un solo cambiamento di segno, così una, ed una sola, ra- 
dice, negativa esìste necessariamente; e le due variazioni ài/(x) non 
contraddicono l'esistenza delle due positive. 

Anzitutto, per l'unica radice positiva dell'equazione trasfor- 
mata 

F{x) = 8x* — 14* — 7 = 

è limite superiore 2, il più piccolo degli intieri che soddisfino alla 
regola newtoniana : x = 2 da i ? (2) = - r -2o, x = l da F(i) = — 13, 
e si può addirittura concludere, che la radice cercata esiste fra 1 e 2. 
Lo sviluppo degli algoritmi e l' esame delle serie risultanti sono su- 
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perflui: però è utile osservare che, come ai può rilevare dal' qua- 
dro, queste ultime presentano anche qui il carattere già avvertito; 
dell' avere cioè tutti i termini, ad eccezione di un solo, il segno -f. 
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L' equazione 

pertanto ha l' unica sua radice negativa compresa fra — 2 e — 1 
e può interessare il conoscere i segni dei polinomi 

per x = successivamente — 2 e — 1. 

Il 'quadro relativo s,i deduce immediatamente dal precedente, in base 
alla considerazione fatta nel secondo capitolo, cioè, che se — uè 
un numero negativo, si ha 

/(-■).— *(•), o n-«)=+FH 

secondo che il grado comune dei due polinomi f(x) ed F(x) è di- 
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L'esame dei segni nei diversi termini delle serie dimostra che 
fra i numeri — I e — 2, che comprendono una sola radice di 

f(*)-°, . 

le serie medesime presentano il carattere presentito sulla fine del 
primo esempio trattato, carattere che è più generale di quello no- 
tato sin qui, giacché non già tutti i segni ad eccezione di un solo 
sono positivi, ma unicamente sono gli stessi (positivi o negativi) i 
segni di due termini corrispondenti. 

Quanto alle radici positive, è limite superiore immediato 



14 



+ 1 = 3 circa; 



e si discende sino ad 1 colla regola newtoniana: si ottiene: 

1 " /W = + i, /(°)- + 7i 

cosicché qui cade il dubbio se fra o ed 1 vi siano o manchino le 
due radici positive possibili; ed è necessario studiare le serie i cui 
termini sono riassunti qui sotto. 

Intanto f" (x) sega l'asse all' ascissa" o, ma di ciò non è a tenersi 
conto nelle considerazioni successive. 
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La curva f[x) taglia uria volta l'asse passando dall'ordinata 
— 14 alla -\- 10, talché la linea f{x) forma una ondulazione limi- 
tata nell'intervallo alle ordinate + 7 e + 1. Per decidere se la 
medesima ha tal direzione da poter tagliare l'asse, e se, cosi es- 
sendo, lo seghi poi di fatto, si ricorre al metodo delle due tangenti. 
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La tangente a sinistra forma colle x un angolo ottuso [come è in- 
dicato dal segno di/' (o)], quella a destra un angolo acuto [come è 
indicato dal segno di/'(i)]; l'arco volge la convessità al basso, e 
siccome i suoi punti estremi nell'intervallo cadono nella regione delle 
y positive, cosi la questione non è risolta e conviene ricorrere alle 
equazioni delle due tangenti, che sono rispettivamente: 

quella della tangente a sinistra ;y — 7 = — 14 (x — o), 

quella della tangente a destra y — 1 = IO (x — 1) ; 
donde 

Y= ordinata del punto comune = — : 

perciò il punto d'incontro delle due. tangenti cade nella regione 
delle y negative, mentre gli estremi dell'arco considerato cadono in 
quella delle y positive; l'asse giace fra tale punto d'incontro e gli 
estremi dell' arco — e rimane tuttora dubbio se la curva seghi 
l'asse o no. — È qui pertanto il caso di dividere l'intervallo (o . . . 1) 
in intervalli minori e studiare separatamente questi altri. Si valuta 
la serie per 



ma non è necessario in questo calcolo spingersi più in là del risul- 
tato /', giacché è certo che i risultati /".ed /'" sono positivi; 
non essendo infatti possibile che la retta f"[x) seghi l'asse nell'in- 
tervallo minore 

<o. ■■'/.), 

quando è provato che non lo sega nel maggiore 

(0...1). 

Come risulta dal quadro precedente, che contiene ì risultati impor- 
tanti delle serie per 



(o...'/J. 

f [x) non sega l'asse, sì svolge nella regione delle 1 y negative pas- 
sando dallo stato — 14 al — 8; e perciò f[x) non presenta né tan- 
genti parallele all' asse x, né punti di inflessione, né punti di sezione 
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coli' asse ; dunque fra o ed 'A nessuna radice. Nell'intervallo 

e/.... 1) 

hanno lungo le stesse circostanze di segno che nell' intervalla 

(0...1), 

e non vi è altro a fare che applicare l' ultima parte del metodo delle 
due tangenti: 

equazione della tangente a sinistra: y — 1 = — %{x — »/ s ) ; 

equazione della tangente a destra: y — 1 = io {x' — 1); 

donde per ordinata del punto comune 



talché si rimane ancora nella incertezza se la curva seghi l' asse o 
no, ed è necessario dividere l'intervallo {*/* . .-. I) in intervalli mi- 
nori. Si fa # = »/*; si ottiene: 

/('/.)--'/.. /' C/O =-■/.; 

ed è -inutile continuare l'algoritmo, giacché si è certi che i risultati 
successivi sono positivi. A questo puntò può dirsi senz'altro che le 
due radici supposte esistono difatto e sono comprese una fra '/* e */ t 
e l'ajtra fra */ t ed 1. 

Riunendo pertanto le diverse conclusioni particolari, deve dirsi 
che l'equazione ' 

8"**— 14^ + 7 = 

ha tutte e tre le radici reali; una compresa fra — 2 e — l; una ■ 
seconda fra ''/a e */t\ la terza fra.'/* ed 1. 

Importa qui generalizzare l'osservazione, fatta precedentemente 
nel dividere l'intervallo 

(0...1), 

e che permise, allora di arrestare il calcolo per x = */* &1 risultato 
/'. — Se trattando il polinomio./ (?) di grado m, si trova che pei 
due limiti L, ed Z* le serie hanno i termini corrispondenti dello 
stesso segno sino ai due 

inclusiva mente, come avviene, per esempio, nelle successioni offerte 
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dal quadro 
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od in altre consimili, che è facile immaginare ; si può concludere che 
gli archi di tutte le linee, cominciando da /*" -, '(jr) sino ad f ,r '[x) 
inclusi vameutfi nulla presentano di singolare nello intervallo 

(i £)• 

Pertanto nel computo della serie per un numero I intermedio fra 
ii ed L toma inutile spingersi al dì là dei due. risultati 



//>-■ 



/"""; 



giacché è certo che tutte le linee che precedono /"-" (x) nella ta- 
bella non potranno presentare negli. intervalli minori 

■(£,.../), {I...L) 

quelle singolarità che le medesime non presentavano nell'intervallo 
maggiore 

(£...£); 

e perciò, come è indubitato ehe un termine qualunque di questa. 
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nuova serie sino ad 



;/" 



i nel usivam ente, presenterà il segno comune ai termini corrispondenti 
delle altre due già computate; cosi è altrettanto inutile conoscere il 
Valore assoluto del medesimo, giacché, non presentando la curva 
alla quale esso si riferisce alcuna accidentalità nell'intervallo, que- 
sta cognizione non ha'ìmportanza per lo studio che si ha in mira. 
IV. L'equazione ' , 

f{x\=^x* + 3** — 2*+ 1 = 
. pel suo grado potrebbe avere quattro radici reali; ma siccome f{x) 
presenta due sole variazioni ed F(x) non ne ha alcuna, cosi di queste 
quattro radici solamente due positive restano possibili. Per decidere 
se le medesime esistano difatto o no, si osservi che nell'equazione 

/ W = ** + 3 ** — 2 x + I = o 
è limite superiore delle radici 3; da questo si discende a 



■+3 



+ 1 = 



e finalmente ad i che soddisfa ancora alla regola newtoniana: per x= i 
si ha f{i) = 3, per x = 6 si ha /(o) = i ; cosicché è precisamente 
nell'intervallo (o . . . i) che possono esistere le. due radici supposte. 
Le serie relative sono riassunte nel quadro: 
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Nulla di rimarchevole sino alla linea/" (x), inclusivamente ; la linea 
f(x) presenta solamente un punto di sezione nell'intervallo, cosic- 
ché f{x) forma una ondulazione, la quale è limitata alle ordinate 
positive -j- I e + 3. La sola considerazione delle direzioni delle due 
'tangenti non basta a decidere se quest'ondulazione seghi l'asse o 
no; ed è quindi necessario ricorrere alla seconda parte del metodo 
e scrivere le equazioni delle medesime. Si ha : 

per la tangente a sinistra, y — 1= — 2{x — o); 
per la tangente a destra, y — 3 = 8 (x — t ) .; 

donde 

5 
e resta ancora l'incertezza di prima: si restringa l'intervallo, calco- 
lando la serie, per esempio per x==— , spingendo il -calcolo sino 
ad jr f" inclusivamente, giacché, per l'osservazione fatta alla fine 

dell'esempio precedente, sarebbe inutile proseguire. Nessuna radice 
è possibile fra */s ed 1 ; e due Io sono fra o e t /s . È necessario 
anche qui ricorrere alle equazioni delle due tangenti: 

tangente a sinistra, y — 1 *— — 2 (x — 0} ; 

tangente a destra, y — ^ = — Ix ) ; 

doride 



il punto d'incontro cade tra la curva e l'asse, nessuna radice di 

/(*) = 

esiste nello intervallo 

(o. ..'/.)■ 

Perciò, raccogliendo le diverse conclusioni particolari si deve dire che 
l'equazione 

x k + 3 * 2 — 2 # + I = O 
non ha radici reali. ■ 
V. L' equazione 

f(x) = x* — 3*' + 5* — 2 = 
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potrebbe pel suo grado avere quattro radici reali, due delle quali 
— ■ una positiva ed una negativa — esistono senz' altro, giacché 
f(x) è di grado pari, ed ha l'ultimo termine negativo {capitolo se- 
condo); la negativa è sola perchè il polinomio trasformato 



F(x) — x* — zx" 1 - 



■5* 



presenta un solo cambiamento di segno/ la positiva può essere ac- 
compagnata da altre due, giacché / (;r) presenta tre variazioni. 
Limite superiore immediato delle radici di 

3 + i, = 4; 

da questo si discende sino ad I, il più piccolo dei numeri intieri 

che soddisfino alla condizione newtoniana ; per x = 1 si ottiene 

/(■) = + >, • 

per x = o 

/(°) = -2; 

risultati dei quali si potevano prevedere i segni opposti, giacché 
almeno una radice positiva deve esistere. 

Lo specchio espone le serie per x=Q ed x= I. 
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Nulla di rimarchevole per la retta /'" (x), la quale non sega l'asse nel- 
l' intervallo; l'arco delta linea /" {x) invece lo taglia, il che produce 
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una ondulazione 'per la curva /' [x); se questa ondulazione sega 
l' asse, rimane incerto se la curva successiva 

lo sega in uno o in tre punti. (Veggasi la figura 23, nella quale è 
disegnato il caso in cuì/fcr) tagli tre volte l'asse). È adunque neces-' 
sario decidere se l'ondulazione /' (.r) taglia l'asse o no. 



faj 


fa) ' ! 






/ 


_\JZ_ 


Ai/ 


£ 



L' applicazione della prima parte del metodo delle due tangenti non 
basta, bisogna ricorrere anche alle equazioni di queste ultime. Qui 
viene a proposito 1' osservazione fatta alla fine dell' esempio II : le 
ordinate dei punti di tangenza sono rispettivamente -j- 5 e -f- 3 ; le 
prime costanti nelle equazioni delle medesime : 

1.2x3 = — 6 ; e 1.2x3 = 6, 

e perciò per la 

tangente a sinistra, y — 5 = — 6 (x — o), 
tangente a destra, y — 3 = 6 {x — l) ; 

donde 

Y- + 1-. 

jl punto d'intersezione cade fra la curva e l'asse, e l'ondulazione 
non arriva sino a questo. La linea successiva f (x) non presenta per- 
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ciò alcuna tangente parallela all'asse, e sega una volta sola il me- 
desimo. Lo studioso riferendosi alla trasformata 

F(x)=x* — 3* 5 — $x — 2 

troverà che l'unica radice positiva della medesima è compresa fra 3 
e 2 e che le serie per x = 2 ed x = 3 presentano il noto carattere 
(termini tutti positivi ad eccezione di un solo). 

Riunendo le diverse conclusioni speciali, si deve dire che la 

X t -$X 3 -\-$X — 2=0 

ha due sole radici, reali; una compresa fra — 3 e — 2 e l'altra fra 
o ed 1. 

VI. Il grado dell'equazione 

/ (x) = 2 x* — x l + S x* — 7 x + 2 = o 

permette di congetturare quattro radici reali, le quali tutte non pos- 
sono essere che positive; giacché 

F(x) = 2x l ■}- x* -±- $ x* -\- 7 x ■{• 2 = o 

non ha radici positive, quindi 

,/(*) = o 

non ne ha di negative: le quattro variazioni .che s' incontrano in f{x) 
non escludono la possibilità dell'esistenza di queste quattro radici. 
Limite superiore per le -medesime è 

2 + 5 t 

colla regola newtoniana si discende sino ad i ; 
/(■) = +■. /(o) = + 2; 

ed è necessario qui ricorrere alle serie, riportate nello specchio della 
pagina seguente. La retta/'" (x) sega l'asse nell'intervallo; la curva 
f'(x) presenta una ondulazione : la sola considerazioae delle direzioni 
delle tangenti per gli estremi non è sufficiente a decidere se tale 
ondulazione seghi l'asse o no, ed è necessario ricorrere alle loro 
equazioni. 
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Le ordinate dei punti di tangenza sono rispettivamente 
I . 2 X S = IO; I . 2 X 14 = 28 ; 
e le prime costanti 

1.2.3X1= — 6; 1,2.3x7=42; 

donde le equazioni: , 

y — io = — -6 [x — 0), 

y — 28=42 (* — I); 

e in conseguenza 

. y=+7-, 

e siccpme anche le ordinate degli estremi dell'arco sono positive, 
cosi l'arco non arriva all'asse; f (x) non presenta ondulazioni ed 
ha un solo punto di sezione coli' asse ; in conseguenza f{x) presenta 
una ondulazione unica e sega l'asse al più in due punti; giacché le 
ordinate estreme hanno lo stesso segno. 

Questa osservazione porta già a concludere che due delle quat- 
tro radici supposte non esistono. 

All'arco f[x) compreso nell'intervallo è applicabile il solito me- 
todo, e si ha: 



tangente a sinistra, y - 
tangente a destra, y - 



-7(*-o); 
8(1- i)ì 
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il che non permette di concludere nnlla; si restringe l'intervallo fa- 
cendo 

x = o,S ; 

e limitando il calcolo al risultato /' inclusìvamente si trovano i due 
numeri riportati nella tabella. Perciò le due radici supposte esistono 
difatti una fra o e 0,5, l'altra fra 0,5 ed i: nel quale ultimo inter- 
vallo esiste eziandio una radice di 

/'W=o. . " ' 

Coftcludendo, l'equazione proposta 

zx* — x*-\- Sx % — 7 x-\- 2 = 

ha due radici reali. - 

VII. L'equazione 

f(x) = x* — # s + 2# 4 — $x + 1 =0 

potrebbe pel suo grado avere sei radici reali, delle quali quattro al 
più positive, giacché sono quattro le variazioni in /(r) 1 ; e siccome 
la trasformata ' 

/(_V) = o=i?M = ^ + ^-f~2ar* + 5* + i 

non ha cambiamenti di segno e la proposta quindi non ha radici 
negative, cosi restano possibili queste sole quattro positive. È limite 
superiore per le medesime 

5 + 1 = 6; 

dal quale si discende a , 

5. 



la regola newtoniana poi è soddisfatta anche dal 2, e si ha: 

/CO--*. 
' /(») = + I. 
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Le serie relative a questi tre numeri sono riportate nel seguane 
quadro. 
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Intanto si scorge immediatamente che nell'intervallo 

(2....) 

esiste un«a radice di 

/W-o. 

Cosicché nell'intervallo i e o possano esservene tre. Siccome la retta 
/* (x) sega l'asse nello intervallo, cosila lìnea successiva f {x) pre- 
senta una tangente parallela ad x ed è importante decidere se l'on- 
dulazione corrispondente tagli l'asse o no. 

I punti di tangenza hanno per ordinata rispettivamente: 

1.2.3.4x2 = 48; 
1.2.3 -4>£ * 2 = 288; 
le tangenti hanno per prime costanti; 

1.2.3.4.5 Xi = — 120; 
1.2.3 .4-5x5 = 600; 
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perciò le equazioni sono: 

tangente a sinistra, "y — 48 = — 120 [x — o) ; 
tangente a destra, y — 288 = 6oo(;r — 1); 



donde 



l'intervallo è troppo largo, bisogna restringerlo. Facendo 



si trova l'altra serie indicata nel quadro. Neil' intervallo 



e--») 



nulla vi' è di notevole sino ad f' (x) che sega una volta l'asse, il 
.che porta una ondulazione per f{x). Qui però basta, — ed è impor- 
tante che lo studioso noti questo caso, il quale, presentito sino dal 
primo esempio, si presenta in modo diretto ora per la prima volta, 

— la considerazione delle direzioni delle tangenti agli estremi del- 
l' arco e dei sdegni delle ordinate di questi estremi, per dire ^che V arco 
non può segare l'asse nell'intervallo, giacché svolgendosi nella re- 
gione delle y negative, esso presenta all'asse medesimo la convessità. 
Dunque; nessuna radice fra */% ed 1, e le tre possibili debbono cer- 
carsi fra o e V*. La retta /' (x) sega l'asse nell'intervallo e bi-_ 
sogna studiare se l'ondulazione successiva lo tagli anch'essa o no. 
Per questo non bastano le direzioni delle tangenti, ma è necessario 
«correre alle loro equazioni: — si trova: — 

— Ordinate* dei punti di tangenza : 

1.2. 3.4x2= 48; I . 2 . 3 . 4 X — = 78. 

4 

— Prime costanti di queste tangenti: 

I.2.3.4, $Xl= — I20; I,. 2. 3.4. 5X2 = 240. 

— Equazioni: 

^ — 48;= — 120 (# — 0); 

^ — 78 = 240(^ — 0,5); 
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perciò l'arco/" non sega l'asse: procedendo, nulla vi è piò di ri- 
marchevole sino ad /che sega una sola volta l'asse nell'intervallo 
e non presenta tangente parallela ad x, od inflessioni. 
Concludendo, l'equazione 

x* — x"-\-2x* — 5*-|-i=o ■ " 
ha due radici reali, una fra o*ed */»» l'altra fra i e 2. 

— È necessario ora, arrestandosi alquanto, riassumere il me- 
todo seguito negli esempi precedenti. 
Nell'esame delle serie di numeri: 



r /"(£). T^'W. /W- 



relative ad un intervallo qualsiasi (L,...L), non' è necessario fer- 
marsi che ai due termini corrispondenti 

Ì quali per primi hanno segno opposto; da ciò resta assicurato che 
nell'intervallo (L . . . ZJ esiste uno ed un solo punto di sezione della 
linea / w (ar) coli' asse. 

Conseguenza di questo è che la linea successiva /"■-" (x) pre- 
senta una ondulazione nell'intervallo: ora può avvenire che i risultati 



abbiano entrambi lo stesso segno o segno opposto; se hanno lo 
stesso segno, l'ondulazione della /" -l) {x) può segare o non se- 
gare l'asse, ed è necessario risolvere questa questione. A ciò serve 
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il metodo delle due tangenti, che deve applicarsi prima all'intervallo 
(L . . . Lj), poscia, occorrendo, ad intervalli minori, e che o su quello 
o su questi riesce sempre, esclusone un caso che verrà studiato, 
in seguito. ^ 

Conseguenza dell'applicazione del metodo sarà: 

— o che l' ondulazione non sega 1' asse, e questo non ha alcuna in- 
fluenza sulla linea successiva / <p ~"{x), e permette di continuare l*ana- * 
lisi nello stesso intervallo (/.... L,), arrestandosi di nuovo agli altri due 
termini corrispondenti successivi, che presentano segni contrari, ecc. ; 

— o che l'ondulazione sega l' asse, e allora per arrivare a questa con- 
clusione, si saranno già separati in intervalli distinti i due punti di 
sezione, e l'analisi dovrà continuarsi su questi intervalli distinti, cia- 
scheduno dei quali contiene un punto solo di sezione di f (F ~ n {x); sì 



rientra cosi nello stesso caso da cui si partiva, cioè fieli' v 
di sezione di f [p> (x). 
Nel caso in cui 



) punto 



,/»-»(£), 



,-/"-''(« 



abbìan segno contrario (veggasi la fig. 24), l' ondulazione presentata 




dalla linea /"-^[x) sega l'asse una volta sola: e la questione sarà 
'già risolta nel caso speciale in cui/ t »" ,) {x) sia il primo polinoraio/(*); 
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ma negli altri casi, all'ondulazione presentata dalla linea succes- 
siva /<■*-*> (x), perchè accompagnata da un punto di inflessione, non 
sarà evidentemente applicabile il metodo delle due tangenti: veggasi 
la fig. 3 1, al seguente capitolo, cfce rappresenta un arco su cui tro- 
vasi un punto di inflessione. Talché per procedere occorrerà in gene- 
rale spezzare l'intervallo in minori, partendo dal concetto di separare 
'la radice di 

/»-»(*) ^ 0i 
da quella di 

/<>-> (*) = <>, 

onde ottenere un intervallo nel quale la ondulazione dì /**-*> [x) esi- 
sta da sola, senza punto d'inflessione. 

Per quanto ha riguardo poi coi risultati ottenuti deve dirsi, che : 

nell'intervallo ■considerato esiste una sola radice di 

/M-o, 

d non ne esiste alcuna. Nel' primo di questi due casi si conclude, 
come è già noto, che la radice è separata. Ma questa separazione 
può essere di due specie, e cioè: 

— o nell'intervallo considerato la radice di 

/W=o 
esiste da sola e non trovasene alcuna delle altre equazioni 

o-./'(*) = /"M-/'"W=.--; 

— ovvero avviene il contrario, e l'intervallo, oltre alla radice di 

/M-o, 

contiene eziandio radici 'delle equazioni 

° =/'(*) =/"(*) =/'"<*) = .;.. 

Ad esemplo, per l 1 equazione 

f{x) = 8x*— i4x + 7 = o. 

esiste una radice fra - e - e questo intervallo 



G--S 
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non ne comprende alcuna delle equazioni 

O «./<(,)-/»(,) =/'»(*) ; 

al contrario, per la stessa equazione esiste* un' altra radice fra —ed 

4 
I, e questo intervallo 



(!■■) 



ne comprende anche una dell'equazione 
/'W-o. 
Parimenti nell'intervallo 



.(-vi) 



trovasi Una radice- di 

f{x) =* «• — ì 3T S -f- 2 3r* — 5^+1, 

ma se ne trova anche una di 

f W = » ecc - 

Allora che in un certo intervallo considerato esiste una sola 
radice dell'equazione qualsiasi 

/»M = °. 

e non ne esiste alcuna delle altre 

o=/(*) -/'(*)=..., 

si dirà che in questo intervallo tale radice è isolata: ed è chiaro 
che il carattere analitico relativo all'isolamento è; — le due serie 
riferentesi ai limiti di tale intervallo si compongono di risultati tali 
che due corrispondenti qualsiansi hanno lo stesso segno, ad ecce- 
zione dei soli due 

2'"" 

A questo stato finale sì potrà sempre condurre il calcolo, ad 
eccezione di un caso solo, nel quale rientra quello della non riuscita 
del metodo delle due tangenti; caso del resto che si presenta da 
sé nel processo del calcolo e che verrà trattato' in seguito. 



v Google 



Capitolo decano. 



. Intanto gli esempi seguenti. Vili e IX, studiando il campo 
nel quale si presumono possibili, o esistono dì fatto le radici di due 
equazioni date, mostrano come s' impieghi ■ vantaggiosamente il me- 
todo dei tentativi di sostituzione per dividere il campo stesso in tanti 
intervalli, ciascheduno dei quali contenga una sola radice della serie 
d* equazioni 

o -/(.)-/' (f)-/»(k) : 

— e uno studio di questo genere riuscirà tanto più utile in quanto 
che esso fornirà criteri che guidino nel caso particolare dianzi notato, 
in cui l'intervallo maggiore 

(&...£) 

comprende una radice di ' 

/».(*) -o,; 

ed una radice di 

/"-«(*) =o. 

Vili; L'equazione 

f(x) = x> — 3 ** + **+2 = o 

non ha radici negative e può averne due dì positive al più. 
È limite superiore immediato 

3+1=4; 

da questo si discende sino a 2, il più piccolo degli intieri che sod- 
disfino alla regola newtoniana. 
Supponendo 

x=2-, 1; o, 

si trovano per f t valori 

+ 166; -J-l; +2; 

— nulla accenna alla convenienza di studiare prima uno dei due 
intervalli « 

(I...2)| (O...I), 

piuttosto che l'altro; talché s' incominci per esempio dall' {1... 2). 

Si trovano le serie trascritte nel quadro (settima colonna e decima 

colonna). — Niente di rimarchevole sino ad/'" inclusivamente; l'arco 
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della f"{x) sega l'asse, quello della /' (x) presenta una tangente pa- 
rallela all'asse e lo tagliarina volta; l'arco della/W forma una 
ondulazione e presenta una inflessione; talché, per quanto venne 
detto precedentemente, non è qui applicabile il metodo delle due 
tangenti; ed è necessario spezzare l'intervallo (1 .,.2) in due inter- 
valli minori, tali che il plinto di tangente parallela all'asse x ed il 
punto di sezione con quest'asse, presentati dalla linea/' (x) nell'in- 
tervallo (1 . . . 2), cadano il primo in uno, il secondo' nell'altro dei 
due intervalli minori cercati. 
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/' (x) = 8 & — 15 *' + 2 *> 
l~f" {x)=28x*— 30^4. 1; 
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-e le condizioni 

/'(*) = o, t^/"(*) = o 

sono soddisfatte da uno solo dei numeri compresi fra 2 ed i ; come 
è indicato dal quadro generale. .„.■ 
Da questo si ricava inoltre: 



lr -/"(.) = + ss,.. 



T(I) I; V (!) — + 78 i ^V'W^ + XO;... 

Conseguentemente 

*(i,i)-»(i)+o,i. -5^1 + (o,i).. ^2- + ... 

V (i, i) = — i -j- 7,8 -f- 3,30 -f- numeri positivi = numero positivo: 
e siccome 



è negativo, cosi la radice di 

I . 2 y V ' 

ècompresa tra 1 ed ì,i. ■ 

Inoltre risulta dal quadro: 

/'(■)--si ni 7 "' 1 ' 1 — " 

— I — fi» li) =. + 26; '- /"(i)—5Si 

1.2.3 1.2.3.4 - 

perciò, indicando /' (x) con W (*) , 

«(■)— 5_; f «'(■) = — 2; 
-i_o"(i).= + ;8; _l_ *"(!) = 220,.,. 
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.(.,i)-.,(i)+o,..^+(o,.)v^Q+(o,,)..^ia+... 

0(1,1) ss — 5 — 0,2 4-0,78 + 0,220 -j-. . .: 

si può quindi con grande probabilità supporre, che gf (i,i), ossia/' £1,1), 
sia un numero negativo: la sostituzione completa somministra infatti 

/'{i,i) = — 4,1718: 

e siccome /'(i). è pur negativo, cosi la radice di 

f'{x) = o ■ 
non cade nell'intervallo 

(i...i,i), 

nel quale, cade quella ài 

Ì/»W-o: 

pertanto 1,1 -è tal numero da condurre alla voluta separazione, e si 
deve procedere al calcolo della serie per x=i t i, limitatamente ai 
tre risultati. 

/(■.i); 7/' CO; J3 /"(vi. 

giacché è certo che i successivi sono tutti positivi. 
— Intanto nell'intervallo 

l'arco della f'(x) forma una ondulazione, ma questa non sega l'asse, 
giacché di 

esiste una sola radice nell'intervallo maggiore 

(1...2), 

e questa si sa compresa nell'intervallo minore 

(t,i. ..»);' 

del resto, la prima parte del metodo delle due tangenti applicata 
qui conduce tosto alla conferma di questo; poiché i punti estremi 
dell'arco cadono nella regione delle y negative, ed esso è convesso 
verso il basso. Conseguentemente f\x) passa dallo stato ■ | ■ r al 
+ 0,5220, e non vi è numero alcuno che lo annulli e che sia com- 
preso fra 1 e ed 1,1. 
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(1,1... 2), 

/' (x) sega l'asse, il che produce una ondulazione per/(;r) e biso- 
gna applicare la seconda parte del metodo delle due tangenti per 
vedere se questi taglia l'asse o no. Le equazioni sono: 

tangente a sinistra, y — 0,522 = — 4,1718 {x — 1) 
tangente a destra, y — 166 = 788 (x — 2). 

In questo caso si può far uso, nella ricerca del valore di Y, o più 
semplicemente del suo segno, del metodo esposto altra volta (capi- 
tolo sesto) sulle due equazioni generali 

y = ax-{-b, y = a' x -f- b' ; 

s'arrivò allora alla conclusione che, scelto a~^> a', Y risulta posi- 
. tivo o negativo, secondo che si ha ab' >, ovvero <^a! b. 
Qui perciò è 

a = 788 > — 4,1718 = 0'; 
di pìft: 

b = 166 — 788 x 2 = — 1410, 
£'« 0,522-f- 4,1718 = 4,6938, . 
ab' = 788 X 4,7938, 
a' b = 4,jyi8 x 1410; 

ab' <«' b; Y negativo : 

— quindi è necessario restringere l'intervallo: x = 1,2 dà i risultati 
del quadro ; dei quali si sono calcolati due soli, tutti gli altri essendo 
superflui ; la radice di . 

/'M'=o 

rimanendo compresa nell' intervallo minore 

(1,2... 2), 

si applichi a questo la seconda parte del metodo delle due tangenti: 

tangente a sinistra, y — 0,27485 = — 0,0386 [x-r- 1,2); 
tangente a destra, y — 166 = 788 [x — 2); 
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. a = 788 > — 0,0386 = a' , 
b = 166 — 788 x 2 = — 1410 , 
£' = 0,27485 — 0,0386 xv =0,32117, 
«£'=788x0,32117; 
a' b = 0,0386 x 1410, 
ab' — a' b = 199,65596 = numero positivo; 

«osicene l'ondulazione non arriva sino all'asse, e non -esistono ra- 
dici di 

nemmeno fra 1,2 e 2. 

— Concludendo, l'intervallo (1 . . . 2) non contiene radici di 

Si passi all'intervallo 

(0...1): 

il quadro fornisce le serie per x = Q ed x = I. — Niente di ri- 
marchevole sino ad f n inclusivamente ; /*(*■} s'annulla una volta 
nello intervallo, il che porta una ondulazione per l'arco della /" (x). 
Questa ondulazione sega Tasse entro l'intervallo, giacché la tangente 
all'estremo che' ha per ascissa o, forma un angolo ottuso; la tangente 
all' altro estremo, situato nella regione delle v positive, forma un an- 
golo acuto; la convessità è rivolta al basso e l'arco si svolge prima 
nella regione delle y negative, poscia in quella delle positive. È ne- ■ 
cessano dunque per proseguire, dividere questo intervallo (0...1). 
Si faccia perciò 

\ ar = 0,50: 

il quadro dà le serie che si è spinta solamente sino ad /' per una 
ragione ben nota. 

— L' ondulazione che presenta f" {x) nell' intervallo minore 

(O...O.SO) 

non taglia 1' asse; giacché i punti estremi sono l'uno sull'asse, l'al- 
tro nella regione delle y negative ed essa volge la convessità al 
basso. Nulla più di rimarchevole sino ad/" [x) che sega l'asse una 
volta: a questo corrisponde per/' (x) un punto di tangente parallela 
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all'asse x, ma l' ondulazione non nega quest'ultimo, giacché le or- 
dinate dei punti estremi sono positive, e la curva e concava verso il 
basso; dunque fra o £ 0,50 nessuna radice di 

e nessuna eziandio dì " 

/(*) = ». 

— Rimane a studiare l'intervallo 

{0,50... 1). 

— Nulla di rimarchevole sino alla linea/" [x), la quale sega una volta 
l'asse; cosicché l'arco successivo J'" (x)- presenta una tangente pa- 
rallela ad x, e di più, siccome le ordinate dei suoi punti estremi 
hanno segno opposto, così sega anche l' asse. 

— È necessario anzitutto spezzare questo intervallo > 

{0,50 ... 1) 
in due minori, (ali che in uno di essi si trovi la radice di 

/-W-o, 

nell'altro quella di 

/"'M = o. 

Sì ha, ricorrendo alle derivate: 

— f"'{x) = $6x*— 30 x\ 

■Lf»{x) = 70x l —isx. 
Se nella seconda di queste relazioni si fa 



5'ffl- 



• 1.306; 

mentre per la prima sì ottiene: 
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e confrontando questi due risultati con quelli ottenuti per x = >/? r 
ed x = i : 

x 0,50 0,62? 1 

4;/"... —3.125 +1,306 +5S 

, £/"' -5.7SO -6,378 ' - +26 . 

si vede che la radice di 

/-W=o, 

che si trova nell'intervallo 

(0,50 . . . 1) 

è ora ristretta nell'intervallo minore 

•(0,50... 0,625}; 
mentre quella dì 

/'"M-o, 

che si trova nello stesso intervallo (0,50... 1), è ora ristretta nel 
minore 

(0,625 • ■ • I)- 

Il quadro riassume tutta la serie per x = s /t, ad eccezione 
dei risultati oltre 



necessariamente positivi. 

— Nell'intervallo (0,50 . . . 0,625) esiste una radice di/ 1 * (x); ma l' on- 
dulazione della linea successiva f"'(x) non sega l'asse; giacché i 
suoi estremi cadono nella regione delle y negative, ed essa è con- 
vessa verso il basso. — Continuando, nulla più di rimarchevole sino 
ad f [x] che sega l'asse; ma questo non avviene per l'ondulazione 
di f{x), la quale ha i suoi estremi nella regione delle y positive, ed 
è concava verso il basso: — dunque nessuna radice di 

/W = o 
fra 0,50 e 0,625. 

— Finalmente nell'intervallo 

(0,625 ... 1) 

f'"(x) sega l'asse una volta, ma non è cosi dell'ondulazione di 
f" (x), avente gli estremi nella regione delle v negative e convessa 
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verso il basso : in seguito nulla più di rimarchevole per nessuno dei 
polinomi: f{x) = o manca di radici reali anche in questo inter- 
vallo. 

Concludendo, l' equazione 

x> — 3 ,r B -{- *" -f 2 =o 

non è soddisfatta da alcun numero reale. 

Si spingano innanzi questi calcoli sino ad ottenere nel campo 
studiato l'isolamento per le radici delle equazioni secondarie. 
Neil' intervallo 

(o . . . 0,50) 
esiste una radice di 

f*[x) = o 
ed una dì 

/"W-o:. 

si separi quella da questa. Si ha: 

-!/"(*■) = 28.*°— 30.*»+ i; 

■e dopo pochi tentativi si vede che la radice tanto dell'uno quanto 
dell'altro è compresa fra 0,3 e 0,4 e che si separano per x = 0,35 : 



»... 





o,3S 


ìf 


— 3 


— O.S99 


È"" 


+ ' 


—0,234 


Cosicché la radice di 





r[x) = o 

è compresa fra 0,35 e 0,50; quella di 
f"{x) = o 
fra o e 0,35. ' ■ 

Il quadro riassume per x =0,35 i due valori ora trovati e i 
isegni rispettivi. 
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— Neil' intervallo 






' ('/.•••■/.), 


ossia 






(0,50 ... 0,625), 


cadono due radici, 


una di 




/-W-» 


l'altra di 






/'W = o, 


Si ha: 






7j/"W = 70^—15* 



Si trova tosto: 



f (*)=,%*' — 15*1+2*. 
*j/- (0,56} = —1,515.., 



ZI 

i/'(o,56) = — 0,217. ••; 
e confrontando questi' risultati cogli altri due 

x 0,50 0,56 0,625- 

7j/" —3,125- —1,515 +1,306 

-/' +0,125 — o,2r7 — 0,740; 

si vede che la radice di /*(;r) = o è compresa fra 0,50 e 0,56;. 
mentre quella di /' (*) = o lo è fra 0,56 e 0,625. 

Riassumendo e confrontando, si può concludere che: 

Nell'intervallo (o...o,35) esiste isolata una radice di/" (x)=0, 

(0,35... 0,50) . • '/'. W=o, 

(0,50. ..0,56) > . /' {*)— o, 

(0,56... 0,625) ■ • /"W=<V 

(0,625...!) . . /"'(*)=o,. 

(i...i,i) ■ ■ /"W=o, 

(1,2... 1) ■ . . /'W-o. 
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IX. L'equazione 

(f{x) — x 1 — 2 x* — 3 jr* +• 4 #> — 5 x + 6 = o 

può avere quattro radici positive al più e ne ha necessariamente una 
negativa. 

Per le radici ■ positive è limite superiore 2 ; e si trovano fa- 
cendo ar = 2 ; I ; O 1 risultati : 

/(2)_ + S2| /(l)=+'li /(0) = + 6; 

dai quali nulla può concludersi di definitivo: è necessario quindi stu- 
diare le serie relative, che si riportano nella tabella A, colonne (2), 
(1), (o), limitatamente ai termini indispensabili. 

.TABELLA A. 



' 


■ 


o,3l 


o.5<» 


0,70 


■ 


... 


... 


1,5 - 


* 


k'~ 


+ ■ 








+ ■ 










k f " 


° 








+? 










ÌL f ' 


- 


+ 0,018 


+ 3.*S 




+ '9 










iT / " 


° 


- 2 ."S7 


-0,625 


+ 5.°<>5 


+ "S 










k r 


— 3 


— 4,598- 


- 5.8."' 


— 4.396 


+ " 








+ 477 


7I /N 


+ 4 


+ 0,674 


— a.343 


— 5,63° 


— 4 


+ '.3O0 


+ 10,894 




+49S 


■f/ 


<-s 


— 3.471 


— 3,7<»5 


- 5,337 


— 9 


— 9,33<> 


-8,194 


+ 15,859 


+ 263 


/ 


+ 6 


+ 4,739 


+ 4,070 


+ 3.I77 


+ ' 


+ 0,074 


-0,817 


- 0,716 


+ 53 



L'intervallo (1 . . . 2} può contenere due radici della proposta; 
giacché /" {x) sega l' asse una volta sola, f (x) forma una ondula- 
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zione che sega l' asse del pari una volta, f{x) forma una ondulazione 
che può segare Tasse. Si spezzi questo intervallo iri minori, per 
modo che il punto di sezione di/" (x) sia separato dal patito di 
sezione di /' (x). 

Si trova: • 

f'{x) = jx''—iox* — gx*-\-Sx-r~S; ' 

Ora dalla tabella" si deduce: 

* ? (i)= — 4; ?'(l) = 3XI2 = 3Ói.'. 
e perciò' 
9(1,2) = ? (i)-j-o,2.9'(i) + . . .= — 4 + 7,2 + numeri positivi = 

= numero positivo ; 
talché l'unica radice di 

ossia di 

■ . . /"M-°. 

è compresa fra 1 ed 1,2. 
Di più, 



frw^ nn .£iv)_ 



1 . 2 



f> (1,2) =/' (I) +0,2 ''—Ali + 0,04 

= -9-0,2x8 + 0,04 X 36 + . . . 
= — 9—1.6+1,44 + ... 

è presumibilmente negativo, ossìa l'unica radice di f'{x) nonèproba- 
bilmente compresa nell'intervallo 

(I...I.2); . 

così pare che il numero 1,2 conduca alla separazione voluta. Si tro- 
vano infatti, completando le sostituzioni, ' i tre risultati forniti dalla 
• tabella A (colonna 1,2), i quali attestano che ciò ha luogo realmen- 
te. Di più, siccome il numero 1,2 conduce a 

., . /(I,2) = — 0,8i;, 

così le due radici di /{r} = o supposte nell'intervallo (1 . . . 2) esi- 
stono dì fatto; una nel!' intervallo minore (1 , . . 1,2) insieme ad una 
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radice di /" (x) = o, la seconda nell'intervallo minore {1,2 ■ . . 2) in- 
sieme ad una radice di /' (x) — » o, 

Resta ad esaminare l'intervallo (o. . 1); se perciò si conside- 
rano le serie riportate nelle colonne (o) ed (1) della tabella .,4 si trova 
che;. 

— /* {x) presenta un punto Ai sezione ; 

— /"(*) forma una ondulazione, la quale sega l'asse una volta 
sola entro intervallo ; come ce ne convincono i segni delle ordinate 
dei punti estremi, (o, +), e le direzioni di massima delle tangenti 
condotte pei medesimi (angolo ottuso a sinistra, acuto a destra); 

— /'" (x) forma una ondulazione, che sega l'asse una volta sola, 
alla quale non sarebbe applicabile il solito metodo delle due tan- 
genti : è necessario dividere questo intervallo in due minori, tali che 
in uno di essi sia compresa la radice di 

rw-o, 

nell'altro quella di 

/"(»)=. a 

Ciò si ottiene facendo x uguale 0,50: il quadro riassume i risultati 
importanti di questo calcolo. 
. — Nell'intervallo minore 

(o . . . 0,50) 
trovasi la radice 

/'M = °, 

e quindi l'ondulazione di /"(*■), la quale, vedesi tosto, non sega 1 
l' asse che all' estremo di ascissa o : poscia nulla di rimarchevole sin» 
alla ondulazione di /' (r), che può segare l'asse e alla quale è ap- 
■ plicabile la seconda parte del metodo delle due tangenti : 

per la tangente a destra, y -f- 3,765 = — 4,686 (x — 0,50); 

per la tangente a sinistra y -J- 5 = 8 {x — o) ; 

donde 

Y= — 2,744. 

Questa ondulazione non arriva fino all'asse: f(x) = o non ha in 
conseguenza alcuna radice fra (o...o,5o). 
— Nell'intervallo 

(0,50 . . . 1) 
cade una radice di 

/"W-o 
ed una ondulazione ed una sezione dì /'" (x). 
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., 


■ 


'■3 


1,9 


' 


■i"- 


+ ■ 






■ff 


i"' 


+ j 






4- 


/S 


4 19 






+ 


1* 


+ ■5 






+ 


ì"" 


+ " 






+ 417 


k B " 


-* 


+ >8,33> 




+ 49° 


— F' 


— 2$ 


— 25,383 


+ «6,310 


+ *3> 


F 


— 19 


- 37 ,co 2 


-io,6si 


+ 8 



È necessario spezzare questo intervallo in minori; si trova tosto 
che x = 0,70 serve al caso : i risultati importanti sono segnati nella 
tabella A. — Neil' intervallo 



trovasi la radice di 



(0,50 . . . 0,70) 



/-W-o, 



ma l'ondulazione della linea successiva non sega l'asse; ecc.: f{x) — o 
non ammette radici in questo intervallo. — Nell'intervallo 



(0,70 ... 1) 



figura la radice di 



/'"M-o, 

ma l' ondulazione della linea successiva non sega Tasse, ecc., ed /(*) 
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non ammette numeri che lo annullino, compresi in questo intervallo 
minore. 

Per l' unica radice negativa si studia la trasformata 

F(x) =** — 2x* — 3*' — 4*'— 5x — 6 =o. 

È limite superiore il 2, il più piccolo degli intieri che soddisfino alla 
regola newtoniana: cosicché la richiesta radice negativa di/(;r)--o 
è compresa fra — 2 e — I. 
Concludendo, l'equazione 

/ <*> — x" — 2 x* — 3 ** + 4 ** — 5 X 4- 6 = o 

ha solamente tre radici reali: una compresa fra — 2 e, — i ; una se- 
conda fra i,i e 1,2; la terza fra i,2 e 2. 

Negli intervalli indicati le radici sono separate; si osservi se esse 
sono anche isolate, e in caso contrario si isolino, facendo questo an- 
che per le radici dei polinomi secondari compresi entro i limiti stu- 
diati. , 

— Nell'intervallo 

,,(l,2...2} 

la radice di 

/W-o 
trovasi accompagnata da una di 

. /'W = o; 

usando il solito metodo dei tentativi dì sostituzione, si spezza tosto 
questo intervallo nei due minori 

(1.2... 1,5), (1,5- .-2), 
il primo dei quali contiene solamente la radice di 

/*W-0| 
il secondo solamente quella di 

/(») = <>:; 

come dai termini delle due serie rispettive riportati nel quadro. 

— Nell'intervallo 

• li....,», 

figurano due radici, una di 

/"W-o 
ed una di ■ 

/(*) = 0: 
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esse restano isolate a mezzo del calcolo delle serie per 

*— 1,5- 

— L'intervallo 

(o...o,5o) 
contiene una radice di 

/■w-o . 

ed una di 

/"M=o: 
si trova facilmente che calcolando la serie per 

;r = 0,3i, 
l'intervallo -medesimo resta diviso nei due minori.*. 

(o..,o,3i), (0,31 . . . 0,50), 
nel primo dei quali figura la radice di 

/'M-o, 

ne] secondò quella di 

/"(*)=o. 
Dunque : 

— nell'intervallo 

(1,1... 1,2); 

trovasi isolata una radice di 

/(*) = o; 



— nell'intervallo 
una radice di 

— nell'intervallo 
una radice di 

— nell'intervallo 
una radice di 

— nell'intervallo 
una radice di 



(i,S... 2) 
/W-oj. 
(p.-o.3Ó 

(0,31... 0,50] 

/"M=o; 

(0,50 . . . 0,70) 
/"W = o; 
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— nell'intervallo 
una radice dì 

— nell'intervallo 
una radice di 

— nell'intervallo 
una radice di 



(0,70... I) 

/'"(r) = o; 

(1 — 1,1) 

(1,2,. . . i,5) 



Parimenti dalla tabella B si vede che fra + 2 e + r s 000 com ' 
prese tre radici: una di 

F{x)=x , ~2x i — 3 x' — 4 #' — S x — 6 = O; 
una di 

ed una di 

*"(*)=<>■ 

Si trova tosto che divìdendo questo intervallo (1 . . . 2) nei treminori 

(I...I.3); (1,3... i,9); (I.9--2); 
il primo di questi contiene isolata la radice di • 
F"(x) = o, , 



il secondo quella di 
il terzo quella di 
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In forza di quanto fu detto precedentemente si sanno trovare 
due numeri positivi ). e p. tali che l'arco della linea 

limitato ai punti di ascisse 1 e w-, non presenti punti di inflessione, 
o tangenti parallele all'asse x, e seghi l'asse medesimo una volta 
sola. Queste condizioni geometriche equivalgono alle analitiche; che 
fra i numeri \ e-ft non si trovino radici reali di 





/"M=° 


o di 






./'(*) = <=, 


e ve ne sia 


una sola di 




/(')=". 


per la quale 


■vale appunto la limitazione 




~\ <| radice <| [/„ 


Siccome delle due ordinate 




/M ed /fr), 



le quali hanno necessariamente segni opposti, può essere positiva la 
prima e negativa la seconda o viceversa, ed inoltre siccome in cia- 
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scheduno dì questi due casi l'arco può essere concavo o convesso 
verso l'asse x, così sono quattro le disposizioni possibili della curva 
nell'intervallo, e trovansi rappresentate rispettivamente nelle figu- 
re 25, 26, 27 e 28, in ciascheduna delle quali è 



ZFA = \ OC = radice, 0B = 



ttà < o~c< UB 



l*« 



per rappresentazione geometrica della limitazione precedente. 

In ciascheduno di questi quattro casi si scelga queir estremo- 
deli' arco, che giace sulla parte convessa verso l' asse x [M nelle fi- 
gure 25' e 28; N nelle figure 26 e 27); per esso si guidi la tan- 
gente all'arco (MT nelle figure 25 e 28; NT nelle figure 26 e 27), 
la quale sega l'asse nel punto T, necessariamente situato fra l'estre- 
mò C della ascissa O C, la quale rappresenta la radice reale di 

/W-o 



nell'intervallo, e l'estremo dell'ascissa \ o dell'ascissa [t {A estremo- 
dell'ascissa \ = &~À nelle figure 25 e 28; B estremo dell'ascissa 
f*. = 0~B, nelle figure 26 e 27). — Per l'altra estremità' dell'arco {N 
nelle figure 25 e 28; M nelle figure 26 e 27) si conduca la paral- 
lela alla tangente guidata prima {NS nelle figure 25 e 28; MS 
nelle figure 26 e .27), parallela che taglia l'asse x nel pùnto S, ne- 
cessariamente situato fra l'estremo C -della ascissa OC, la quale rap- 
presenta la radice reale di 

/W-o 

nell'intervallo, e l'estremo dell'ascissa (1 o dell'ascissa 5» (5 estre- 
' mo dell'ascissa [j. = Ub nelle figure 25 e 28; ^4, estremo della 
ascissa A = ^32 nelle figure 26 e 27). Le ■ costruzioni precedenti 
conducono in ogni caso a due nuove ascisse O'T ed ZT3, le quali som- 
ministrano per la radice OC una nuova limitazione (0~T<^OC<^7TS 
per le figure 25 e 28; S r 3<<7T<#T per le figure 26 e 27), la 
quale è più serrata della precedente OA < (TC < #2?. Dei due 
nuovi limiti cosi ottenuti, quello 7~ dato dalla tangente può chia- 
marsi limite di Newton; quello OS dato dalla parallela, limite di 
Fcurier. 

Prima di procedere, è bene convincersi, che la condizione su- 
ammessa, in forza della quale la tangente deve essere condotta per 
l'estremo, situato sulla parte convessa dell'arco, non è superflua, 
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ma necessaria, e che non sì potrebbe, scegliendo l'altro estremo per 
M 





t A J e\ 



,*-N 




qu està costruzione, essere ugualmente certi, che il nuovo intervallo 

'■1.1 
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risulterà più serrato dì quello . dal quale si parte. Infatti, mentre la 
tangente condotta per l'estremo sulla parte convessa sega l'asse x 
necessariamente fra il punto C e l' estremo della ascissa \, o dell'ascissa 
(j., non può dirsi lo stesso della tangente guidata per l'estremo sulla 
parte concava; cosi per esempio la fìg. 29 presenta il caso, in cui 
la tangente condotta per l'estremo situato sulla parte concava sega 
l'asse al di fuori dell'intervallo oltre il punto B, e la parallela 
guidata per l' altro estremo taglia l' asse prima del punto A, talché 
la nuova limitazione cosi ottenuta risulterebbe meno serrata di quella 
da cui si partiva. 

X 




Pertanto, per essere certi della utilità del risultato di queste costru- 
zioni, è necessario condurre la tangente per 1* estremo, situato nella 
parte convessa dell'arco; e questo estremo ha per ascissa o \ o 
fi, secondo che per l'uno o per l'altro di questi due numeri i ri- 
sultati / ed f" sono dello stesso segno. Quello dei due numeri che 
soddisfa a questa condizione si può chiamare primo limite. 

Se X è il primo limite, l'espressione analitica del limite di 
Newton è 

Or-*.-*— /(*):/'(*); 

quella del limite di Fourier, è 

OS- m-p-ZIW :•£'(»): 

e viceversa; se il primo limite è ja, l'espressione analitica del limite 
di Newton è 

Or=,« t =|*-/(i<):/»; 



t, S itii 
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quella del limite di Fourier è 

OS- >! = *— /(>):/»• 

Per provare la verità di queste forinole si consideri una qualsiasi 
delle quattro figure 2$, 26, 27, 28, per esempio la 28. Anzitutto 
si ha 

UA = \ &B=tL, A~M V, WV=+W, 

dove i numeri positivi ' V, W, indicano rispettivamente i valori as- 
soluti di /(X) e di /{;*). — Se, per maggiore semplicità e chiarez- 
za, si fa rotare il triangolo MTA sul suo piano, attorno al Vertice 
T, nel senso degli aghi di un orologio, sino a erte esso venga a 
prendere la posizione Q TR nella quale l' angolo Q TR è opposto al 
vertice àeH'JfTA, il segmento R~Q vale V unità, la tangente trigono- 
metrica dell'angolo QTR o dell'angolo uguale NS B, vale U=f (>). 
Ciò posto, deve scriversi identicamente: 

Limite di Newton ■ =TFT=U2-\- A~T=* ZfA-\- 7£ — 

= UA + WQ. cot. Q TR = 0~À-\-2fQ: tang QTR = 

= X+ V: U=\ — /(X):/' (» = >,. 
Limite di Fourier = ZJ3 = ZT5 — ~S~B = WB — BN. cot. NSB 

= V£ — £N:tangNSB = i L — W: U= 

-r*'-/W=/'W-fc - 
e. d. d. Questi ragionamenti sono applicabili a ciascheduna delle 
altre tre figure, per le quali si comincerebbe dalla rotazione del 
triangolo NSB attorno ad S (fig. 25), o del triangolo NTB at- 
torno a T (fig. 26), o dell'altro MS A attorno ad S (fig. 27), ecc. 

I nuovi limiti, >i e fu,, cosi ottenuti, si trovano rispettivamente 
in condizioni identiche a quelle in cui si trovavano i precedenti \ e 
f., e, cioè fra essi vi è una sola radice di 

■ /W-o, 

e non ve ne è nessuna di 

e di 

/"M-O; 

e- di più, il punto corrispondente all'ascissa \ giace sulla parte con- 
vessa dell'arco, e il punto corrispondente all'ascissa u,, sulla concava. 
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o viceversa, se ì punti corrispondenti all'ascissa "X e 'all'ascissa fi si tro- 
vano rispettivamente nell'uno o nell'altro di questi casi: perciò 
le costruzioni precedenti sono ancora applicabili, assumendo per pri- 
mo limite X, o fi,-, secondo che erasi considerato per primo X o fi. 
Si ottengono cosi due nuovi limiti X, e fij più serrati dei prece- 
denti, pei quali valgono le considerazioni fatte circa X, e [i | e che 
si possono prendere a base di una nuova limitazione, ecc. — È utile 
notare 1' andamento di queste approssimazioni successive: i numeri 

\ V x,, x,,....- 

s'avvicinano sempre più alla radice, ma ne restano tutti o minori o 
maggiori; i numeri 

V-, (*., (M, l*i»--' 
s'avvicinano sempre più alla radice, ma ne restano tutti o maggiori 




o minori. La fig. 30 lo mostra chiaramente; in essa si ha successi- 
vamente 

OA<^7rt<7TT x < ET7J. . . < OC 
US > 773 > 05, > 7TJ 2 . . . > C. 

A questo punto si può intendere chiaramente la necessità, 
l'utilità delle condizioni ammesse sul principio; che cioè l'arco, al 
quale s'applica il processo d'approssimazione, non presenti punti 
di inflessione o tangenti parallele all'asse x. — Se l' intervallo rac- 
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chiude un punto di inflessione {J, fig. 31), l'arco è convesso o con- 
cavo verso l'asse, tanto ad un estremo, quanto all'altro; nel caso 
della convessità, che è quello della figura, essendo indifferente con- 
durre la tangente pei' l'uria o per l'altra delle estremità, sia M l'e- 
stremità scelta per ciò ed MT la targante, la parallela NS non 
séga' l'asse necessariamente fra B e C, può segarlo fuori del seg- 
mento BC, ed è quello precisamente che avviene nella figura, nella' 
quale il punto di sezione 5 cade fra A e C, e si è condotti alla li- 
mitazione erronea . 

OT<OC<0$. 




Il caso in cut l'arco sia concavo ad entrambi gli estremi, rien- 
tra ìn un caso d' esclusione considerato sin da principio, quando sì 
giustificò la scelta dell'estremo situato sulla parte convessa dell'arco 
per condurre la tangente. 

Quanto ai punti di tangenti parallele all'asse x s'intende su- 
bito come non ve ne ne possano essere due o in numero maggiore 
di due; giacché allora l'intervallo racchiuderebbe uno o più punti 
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di inflessione, caso in cut, come si è visto ora, il metodo non è ap- 
plicabile. L'esistenza di un solo punto di tangente parallela ad x 
poi, quantunquenon renda erroneo il processo, pure può essere causa 
che l'approssimazione non proceda. in buone condizioni, che un li- 
mite cioè sia vicinissimo alla radice e l'altro ne rimanga assai disco- 
sto, che manchi insomma il conveniente equilibrio fra i limiti, come 
è rappresentato nella fig, 32, con che si viene a togliere al me- 
todo la rapidità necessaria. 




Cosicché, concludendo, è indispensabile od utile che nell'intervallo 
non esistano punti di inflessione o tangenti parallele all'asse x, os- 
sia che la radice dì 

/W-o 

si trovi isolata, limitando l'isolamento alle tre equazioni: 

° -/(*)-/(*>=/" (4 

Gli esempi che seguono indicano nettamente la via che si deve se- 
guire nei casi pratici. 

I. Anzitutto è qui il luogo di trovare direttamente le limita- 
zioni che nel secondo capitolo di questo libro si verificarono come 
convenienti all'unica radice reale di 



/w- 



~2x — 5 = 0, 



e di aggiungerne delle nuove. 

Da quanto venne discusso nel capitolo precedente detta radice p è 

compresa fra gli intieri successivi 2 e 3, ed in questo intervallo non 

figurano tangenti parallele all'asse x, o punti di inflessione della 

linea 
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Perciò le coadizioni d'applicabilità del metodo dì approssimazione 
sono soddisfatte già nella limitazione 

2<p<3- 
Ad ogni modo giova, e ciò si praticherà costantemente, cominciare da 
un intervallo più ristretto, e siccome a mezzo dei tentativi di sosti- 
tuzione si può arrivare rapidamente sino alla cifra dei centesimi nei 
limiti che .comprendono la radice, cosi si partirà costantemente dalla 
limitazione corrispondente; e nell'esempio precedente perciò dalla, 
limitazione 

2,09 -<p<C 2,10; 



giacché è 



Il polinomio 



/(2,c>9) = — 0,050671 ; 
/(2,io) = 0,061000. 



è positivo per x positivo, perciò sono dello stesso segno /(2,io) 
ed/" (2,10); la tangente deve condursi pel punto di ascissa mag- 
giore; ossia 2,10 è il primo limite. 
Si ha pertanto 

[*. = 2,10; \ = 2,09; 

/({i.) = -f o,o6iooo; /(>) = — 0,050671 ; ' 

/'H— n,23i 
e in conseguenza: 

0,06 1000 



Limite di Newton, [t, = ja — /( k u.) :/' (jt) = 
Limite di Fourier, -X, = \ — /f» : /' (j*) =• 2,10 + 



".23 
0,050671 



11,23 

ed effettuando le divisioni senza correggere l' ultima cifra conservata 
jii = 2,10 — 0,005431 = 2,094569 

>! = 2,09 4- 0,0045 1 = 2,0945 1 ; 

donde la limitazione 

2,09451 <p<2,09457, 

nella quale si è aumentata, come si farà costantemente, di una unità 
l'ultima cifra considerata nel limite a destra, per essere certi che il 
medesimo risulta in realtà maggiore della radice cercata. 
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È evidente intanto che.alla radice convengono le cifre 2,0945, 
cioè quelle comuni ai due limiti ultimi trovati. Volendosi procedere 
ad una approssimazione ulteriore, giova, anziché partire dai numeri 
À, e |ii quali vengono dati nella limitazione, correggerli per modo, 
che rimanendo loro comuni le cifre 2,0945, differiscano di una sola 
unità nella cifra successiva. Al che si arriva facilmente nel modo 
che segue e che si adotterà in ogni caso. Si calcolano i risultati 
/, /', f", f" per x uguale a 2,0945 (cifre comuni ai due limiti) : 
si ottiene: 

■// (2,0045) = — 0,000 5M 591 375 

\/' (2,0945) = 11,16079075 

)/" (2,0945) = 12,5670 

l/"'(2,o 94 5) = 6. 

Questi ' risultati si pongono a base dell'algoritmo [C] (Capitolo quar- 
to), e si trova 



- 0,000 574 391 375 
0,0004464316300 
0,0000000100530 
0,000 000 000 000 064 


11,16079075 
0,000 502 68 


12,5670 
0,00024 


6 

{H— 0,000 04} 


— o,ooo 118 149 691 336 
0,000 in fin 934348 
0,000 000 000 6a8 361 


11,1612934348 
0,0001256724 
0,000000 000 3 


«.567 «4 
0,00006 


6 

(# = 0,00001) 


— 0,000016 536 128625 
0,000111 614 191 075 
0,000 000 000 618 365 
0,000000000000001 


11,1614191075 
0,000 1356730 
0,000 000 000 3 


11,56730 
0,00006 


6 

(■ff= 0,000 01) 


' 0,000 095 07S 690 816 


11,1615447808 


■3,567 36 


6 



/{2,oo455) = — 0,000016 536 128625; 
/ {2 ,094 56) = -j- 0,000 095 078 690 8 16; 
/' (2,09456) = + ii,i6i 5447808; 
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■e perciò i valori da scegliersi per (*, e >, sono 

\ = 2,09455 e ;/.,= 2,09456, 



0000095 • 



= 2,094 56 — - 



,161 544... 
==2,09456 — 0,000008 518 416 

= 2,094551 481 584. 

0,000016. 



\= X, —/(>,):/' ([*,) = 2,09455 + - 



i,x6i 544. .. 
= 2,094554-0.00000148152 
= 2,094551481 52; 
■e quindi la nuova limitazione 1 

2,094551481 52 <p< 2,094 551 481 59, 
■donde colla decima cifra decimale non corretta 
p = 2,094 551481 5. * 
II. L'equazione 

f{x) — ix* — 4* + 5=o 
è soddisfatta da un numero negativo, giacché la trasformata 
/(— x) = o = F(x) = &x* — 4* — 5 =0, 

presentando un solo cambiamento di segno, ammette una ed una 
sola radice positiva. Il più piccolo limite superiore in numeri intieri 
per questa radice è 2, e le serie per x = 2 ed x = 1 sono rispetti- 
vamente 

- à*" Ì F " ì" ' 

1 +8 +24 -|- 20 — I 

2 - +8 +48 +92 +.51 
dalle quali si deduce che l'arco della linea 

y = F{x) = &x % — 4* — 5 



* Si vegga Fouricr, Analyse dtt Équatians determinici, première partk, p«g. 209 
1 ai7- 
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nell'intervallo non presenta tangenti parallele ad.r o punti di in- 
flessione; ossia che le equazioni 

F' (x) = o, F" (x) = O 
non sono soddisfatte da nessun valore di x compreso fra i e 2; 
cosicché le condizioni di applicabilità del processo di approssima- 
zione sono soddisfatte già nella limitazione 

I<p<2. 

Da questa, per mezzo dei tentativi di sostituzione, si passa rapida- 
mente all'altra 

i,04<p< 1 .°5; 
giacché è 

F{l,04) = — 0,161 088; ^(1,05) = + 0,061 000. 
Siccome 

F" {x) = 48 x 

è positivo per x positivo, .cos) hanno lo stesso segno ^(1,05), 
■^'('.OS); l'ascissa del punto dal quale deve essere condotta la 
tangente è 1,05, ossia è primo limite il maggiore. 
Si ha: 

(i== 1,05; * = 1,04: 

Ffa) = 0,061000; i?f» = — 0,161 088 j 

F' fa) = 22,46: 
donde 

[^ __ fi — Ffa) : F 1 fa) = 1,05 — 0,061000 : 22,46; 

\ = \ — F{\):F' fa) = 1,04-1-0,161088:22,46; 

(*,== 1,05 — 0,00271 = 1,04729; 

Xi= 1,04'+ 0,0071 = 1,0471; 
e in conseguenza la nuova limitazione 

1,0471 <p< 1.0473- 
Analogamente a quanto fu fatto precedentemente, sì calcolino i ri- 
sultati F t F' . . . per * = 1,047 (cifre comuni ai due limiti ultimi ot- 
tenuti): si trova 

/ ^(1,047) = — 0,006 153416 

\ .F'(i,047) = 22,30qoi6 

1 ^"{1,047) = 50,256 

\ F"> (1,047) = 48. 
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Da questo numeri si passa rapidamente mediante l'algoritmo [C] 
(ed è questo precisamente 1* esempio che ha servito ad illustrazione 
dell'algoritmo medesimo) agli altri: 

F (1,0472} = — 0,001 690607616 
F(i,0473)= ' 0,000541550536 
-^'(i.0473)= 22,32409496. 
Si parte ora pertanto da 

p, = 1,0473 e \ = 1,0472 



e si trova 



0,000 541 . 
= 1,0473—- -— 



22,324 ... 

5=1,0473 — 0,000024258 

= 1,047 275 742. 

. 0,001 690. .. 

J, = 1,0472 H ■ ■ — 

w r 22,324 . .'. 

== 1,0472 -f- 0,000 075 730 1 
= 1,0472757301. 
e quindi la nuova limitazione 

1,047 275 73 < p < 1.047 275 75 1 
talché, arrestandosi a questo punto, è 

p= 1,047 275 7 ■ 

colla settima cifra decimale non corretta. 
Pertanto l'equazione proposta 

8V — 4* + 5=0 

ha la radice negativa 

— 1,0472757- 
III. L'equazione 

f[x) = x l + 2 X* + X* — 9.1236 ■ X — 4,5618 = O 

ha, come si è veduto altra volta (Capitolo quarto), una sola radice 
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positiva compresa fra 1,43 ed 1,44; numeri pei quali /(*■) diventa 
/(MS)— 0,3413980857 
/{I-44) = + 0,077 570 342 4- 

Affine di convìncersi se le condizioni per l'applicabilità del metodo 
sono soddisfatte, si può studiare quanto ha luogo nell' intervallo 
maggiore (1 . . . 2). Se si arriva a provare che in esso non trovasi 
alcuna radice di /" (x) = o, né alcuna di /' (x) = o, è certo che ciò 
ha luogo anche per l'intervallo (1,43 . . . 1,44). Si ottengono i risul- 
tati seguenti: ' 



1 + + - + + +6,8764 —9.6854 

2 + + +■ + +146,8764 +49,1910; 

talché le condizioni di applicabilità del metodo di approssimazione, 
soddisfatte nell'intervallo (1 ...2), lo, sono eziandio nell'intervallo 
minore (1,43 ... 144}. 
Di più, siccome 

/"(*) = 20*' + 24^ + 6* 
per x positivo è positivo, cosi sono dello stesso segno 
/(I.44) ed /"(i,44); 

ossia il primo limite è 144, ed è necessario calcolare f (1,44) che 
si trova uguale a 

42,48415680. 
Si ha adunque 

[/,= 1,44 i== 1,43 

/((*) = + 0,077 '570 342 4 /« — — 0,341 398 085 7 
/'(") = +42,484 156 80 
e conseguentemente: 

[i, = 1,44—0,077 570 ... : 42,484 15 . . . 

= I,44 — 0,OOI 825 = 1,438 175: 
\ = r,43 + o,34i 398 • ■ : : 42,484 15 ■ ■ ■ 
« 1,43 + 0,008 035 = 1,43» 035- 
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Donde la nuova limitazione 

i,438o<p< 1,4384. 
Si calcolano (algoritmo [C]} i risultati: 

Ìf (1,438} = — 0,007161984940832 
/' (1,438) = 42,248 303 417 680 
/': (1,438) = 117.72744944 
/"'(M38)= 199.09464 
y (1*438) ?= 220,360 
/• (1,438)= 120; 

e da questi si passa immediatamente (algoritmo [C] agli altri: 

/(i,4'38i) = — 0,002 936 565 928 633 44099 
7(1,4382) = + 0,001 290030557 16702432 

/' (1,4382) = +42,271 852 889 754888 ; 
cosicché pei due nuovi limiti si debbono prendere i numeri 
(*,=' 1,4382 e li ss 1,4381 

e continuare l' approssimazione cominciando da u. % . 

Si haj 

0,001 200030. . . 
(t i = 1,4382— ' 



42,371 852889... 
— 1,4382 — 0,000030517 = 1,438 169483. 

"° T 42,271852... 

= 1,4381 +0,000069478 = 1,438 169478; 

conseguentemente 

1,438 16947 <P< 1.438 16949. 
e quindi 

p = 1,438 169 4 

colla settima cifra non corretta. 



>v Google 



244 Capìtolo undecima. 

IV. L'equazione 

/ (-r) — 3 x* — 2 x* + S x — i = ò 

ha, come, si può provare discutendola, una sola radice reale com- 
presa fra o,2 1 e 0,22 ; intervallo nel quale non s' annulla né /' [x), 
né /"(*). 
Si può adunque scrivere per prima limitazione: 

0,21 <p<0,22. 
Siccome poi 

/" (0,2l} = — 0,22 

è dello stesso segno di 

/(o,2i) = — 0,010417, 
cosi é primo limite il minore, e si ha: 

X — 0,21; fJL=0,22; 

/())= — 0,0104^7; /{[£) = + 0,035 144; 

/W- 4:5569: 

e quindi 

X, = 0,21 -1-0,010417 : 4,5569 = 0,212 28; 
[/, =0,22 — 0,035 144: 4,5569 ==0,212 288; 
donde la nuova limitazione 

0,212 28 -<p< 0,212 29. 
Si trova -(algoritmo [C]}: 

I / (0,2122)™ — 0,000392320456 

\ f (Of2I2 2) =4,556459 56 
) /" (0,212 2) = — 0,1804 
\ j"' (o,2I2 2) = 18; 

donde (algoritmo [C]): 

Ìf (0,212 28) a —0,000027804266944 . 
/' (0,212 28) =4,556445 1856 
/ (0,212 29) = 0,000017 760 175967; 
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è conseguentemente : 

, . „ , 0,000027 ... 

\ = 0,212 28 -f - — - — 

.4,550 445 ■■■ 

= 0,212 28 -1- o t ooo 006 102 184 

= 0,212 286 102 184; 

0,000017 ■ ■ ■ 

«3 = 0,212 2Q - 

' r . 4,55&445--- 

= 0,212 29 — 0,000 003 897 814 
= 0,212 286 102 186; 
e quindi la nuova limitazione 

0,212286 102 184 <C?<C 0,212 286 102 187 
p = 0,212 286 102 l8 
colla undecima cifra non corretta. 

Se lo studioso ha notato il metodo seguito nelle quattro ap- 
plicazioni precedenti, si è certamente accorto che, sbarazzando man ■ 
mano il processo di approssimazione dai criteri geometrici fonda- 
mentali, si sono sostituiti a questi i corrispettivi aritmetici; e cosi la 
condizione che nell' intervallo non si trovino tangenti parallele ad x 
e punti di inflessione ha fatto luogo alla corrispondente, che fra i 
due limiti non s 1 annullino/' {x) ed /" (x); alla scelta del primo limite 
fatta in base al criterio della convessità dell'arco si è sostituita la 
scelta in base alla condizione, che/" ed / abbiano lo stesso segno; 
talché raccogliendo tutto questo, e riunendolo alle varie osservazioni ~ 
sparse qua e là, lo studioso si è certo già formato l'abitudine del 
processo aritmetico di approssimazione, che si riassume qui sotto. 

a) Non si può cominciare ad applicare il metodo di appros- 
simazione dalla limitazione 

\ <C radice < fi, 

se questa non soddisfa alle condizioni seguenti: 

i." fra i numeri X e [/. deve trovarsi una sola radice di 

e non deve trovarsene alcuna di 

f'(x)=o ed f"(x) = 0; 
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2." l'intervallo (k...u.) deve essere abbastanza ristretto e, 
come criterio pratico al riguardo, si può ritenere che p, — X non 
abbia ad eccedere */•»• 

è) Per la scelta del primo limite vale il criterio, che è primo- 
limite fra ì due quello, per cui / ed /" hanno segni uguali. In ta- 
luni casi è utile e possibile abbreviare le operazioni necessarie in. 
questa ricerca, effettuandola sui limiti dì forma più semplice, possi- 
bilmente intiera, di un intervallo più largo di (X . . . f), ma che però,. 
come questo, soddisfi alle condizioni di applicabilità del processo 
di approssimazione. 

Se la scelta cade sul limite minore, vuol dire che non solo- 
nella prima approssimazione, ma eziandio in ciascheduna delle suc- 
cessive deve ritenersi primo limite il minore dei due rispettivi; al- 
trettanto dicasi, se la scelta cade sul limite maggiore. 

A tale scelta tìen dietro immediatamente il calcolo di /' per 
quel limite che essa ha fissato. 

e) Si computano le espressioni 

\ = »-/M:/'M; *• = t/—fth)f W 

se il limite scelto è \; le altre 

r, = t—m ■■/'¥); >, =!-/<»):/'« 

se il limite scelto è u; e i calcoli aritmetici si protraggono sino- 
ad una cifra oltre quelle, che saranno comuni ai numeri \ t jm- 
In base a questi risultati si scrive la nuova limitazione 

Xi ■< radice < [i, . 

d) Per procedere ad una seconda approssimazione non si con- 
servano generalmente per \ e |A, i valori numerici quali si ottennero ; 
ma invece si correggono nell' ultima cifra non comune, per modo- 
che differiscano d'una sola unità di quest'ordine; ecc. 

e) Pervenuti ad una limitazione qualsiasi 

> n < radice < \l„ 

e volendosi arrestare, si scrive radice = numero risultante dalle cifre 
comuni a > n e (in: in questo valore l'ultima cifra decimale è quale 
viene fornita dal calcolo senza aver subito correzione. 
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Riprendendo l'argomento della separazione delle radici discu- 
tasi ora l'equazione , 

f(x) =x*-\- 0,67 . x* — 0,59 . x -\- 0,11 =0 

che non ha radici negative, e può averne due positive al più. 

Il numero 0,40 soddisfa alla regola newtoniana dei limiti ge- 
nerali; 0,3 non più; e per x uguale a o; 0,3; 0,4 si trovano le 
serie indicate rispettivamente nelle colonne O; 0,3; 0,4 del quadro. 



- 


- 


0,30 


o,33 


o,3S 


0,40 


k<" 


+j 


+ ■ 


• 




+ .... 


Ti'"' 




+ 1," 






+ 1,60 


à r 


+ 0,6; 


+ 1.110 






+ ■,«30 


■f /■ 


— 0.59 


— 0.0S0 


-0,00,05, 


+ 0,050500 


+o,aoa 


/ 


+ 0," 


+ 0,0014 


+ 0,000,,,,, 


+0,000 581 « 


+ 0,0068 
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Non esistendo nell' intervallo 

(o . . . 0,3) 
alcuna radice reale di 

resta a studiare l'intervallo 

(0,30. ..0,40). . 

Applicando il metodo, delle due tangenti, si trova: . 

( y — 0,0014 — — 0,080 (r — 0,30) ; 
Equazioni delle tangenti \ 

{ y — 0,0068 = 0,202 {x — 0,40) ; 

donde l'ordinata del punto di sezione (Capitolo sesto) -, 

Y= — 0,0027 ■ • ■ 
Pertanto l'intervallo 

(0,30 . . . 0,40) 

è troppo largo. — Si calcolino e si riportino nel quadro i due primi 
termini della solita serie per 

* = o,35- 
Le due radici non sono possibili che nell' intervallo fra 0,30 e 0,35; 
ed anche qui si deve far uso del noto metodo. 
Xe equazioni delle tangenti sono: 

y— 0,0014= — 0,080 [x — 0,30); 
y — 0,00058125 =0,0505 (x — 0,35); 
donde l'ordinata del punto di sezione 

Y= — 0,000 64 . . . 
Talché l'intervallo 

(0,30... 0,35) 

è tuttora troppo largo. — Si cerchino i due primi termini della serie 
per 

x = 0,33 , 

e si applichi il metodo delle due tangenti all' intervallo 
(0.33--. 0.35). 
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giacché nell' altro 



(0,30... 0,33) 



non è possibile alcuna radice. 
Le equazioni delle tangenti sono : 

y — 0,000 122 21 = — 0,004052 (x. — 0,33) ; 
y — 0,000 581 25 — -\- 0,050500 (x — 0,35) ; 
donde per ordinata del punto di sezione 

Y= -f- 0,000 081 . .: . . 

Cosicché l'arco non sega l'asse e l'equazione non ha radici reali. 
Però è da notarsi, che in questo esempio il punto 8i tangente paral- 
lelo all' asse x è evidentemente assai vicino all'asse; circostanza che 
ha reso la discussione lunga e faticosa. 

Abbiasi •finalmente l' equazione 

o=/(x)=x i — 4 *' + 8x + 4. 

I numeri 3 ; 2 ; 1 ; o j posti invece di x in / (x) e in tutti i polinomi 
derivati, somministrano i valori riportati nella tabella alle colonne 
rispettive : 



- 


' ' 


■ 


■ 


2,50 


2,70 


2,75 


3 


it'" 


+■ 


+> 


+ ■ 








+ ■ 


È r 


—4 


v 


+ 4 








+ « 


È'" 


.1 


— 6 


° 








+ .8 


n r 


+« 


• 


— 8 


-4,5° 


—0,748 


+0,4375 


+ 8 


/ 


+4. 


+9 


+ 4 


+0,5625 


+ 0,0121 


0,003 906 25 


+ ■ 



Dalla considerazione dei valori medesimi risulta, che le due radici 
positive possibili, in] causa delle due variazioni di f{x), debbono 
ricercarsi nell'intervallo 

(2. ..3).* 
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Per convincersi se l'arco della f(x) seghi l'asse o no, si applichi 

il solito metodo. 

Le equazioni delle due tangenti pei punti estremi sono: 

y — 4 = — S{* — 2); 

y-i = 8{x—$; 

donde per l'ordinata, Y, del punto di sezione: 

Y= — i,SO. 

L'intervallo (2 ... 3) è troppo largo per decidere la questione. — 
Perciò si calcolino i due primi termini della consueta serie per 
x=2,$ e si applichi il metodo delle due tangenti all'arco della. 
f(x) nell'intervallo 

(2,5- •• 3), 

giacché l'intervallo 

(2 ■ ■ ■ 2,5) 
non contiene alcuna radice reale di 

/W-o. 

Si trova: 

y — 0,5625= — 4,s (ir— 2,5); 

j.— i=8(* — 3); 

donde per l'ordinata, V, del punto di sezione 

K= — 0,72...; 
l' intervallo 

(«...3) ' 

è adunque anch'esso troppo largo. Si calcolino in conseguenza i due 
primi termini della serie per # = 2,75; e sì applichi il metodo delle 
due tangenti all'intervallo 

(2,50... 2,75), 
giacché nell'altro 

(2,75 ■ ■ • 3) 
mancano le radici suppqste. Si trova: 

y — 0,5625 = — 4,50 {x — 2,50) ; 
y — 0,0039 ■ - • — 0,4375 {* — 2,75) ; 
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donde per ordinata, Y, del punto di sezione 

Y= — 0,046 . . .; 
e l'intervallo 

(2,50.... 2,75) 
è ancora troppo largo. 

Si calcolino i primi due termini della serie per x = 2,70, e si ap- 
plichi il solito metodo all'intervallo 

. ' {2,70... 2,75), 
giacché nell'altro 

(2,50... 2,70) 

non sono possibili le radici cercate. Si trova 

y — 0,0121= — 0,748 (,*: — 2,70); 
y _ 0,0039 • ■ ■ = o,4375 {x — 2,75) ; 
donde 

Y= — 0,0068. ..; 
cosicché anche l'intervallo 

^2,70 . . . 2,75) 
è troppo largo. 

Questa circostanza della non riuscita del metodo e del simul- 
taneo decrescere di Y ad ogni operazione, giacché si è trovato suc- 
cessariamente 

y— — 1^0; — 0,72; — 0,046; — 0,0068; 

può far nascere il dubbio che il minimo in discussione, invece di 
essere vicinissimo all'asse x, come avveniva nell'esempio precedente, 
cada -effettivamente su questo asse; in altre parole, che l'asse sia 
tangente all'arco della linea f(x) nell'intervallo; ossia che le due 
radici supposte siano entrambe geometricamente rappresentate dalla 
ascissa del punto di tangenza, ascissa sulla quale si trovano so- 
vrapposte quelle due relative ai punti di sezione colla curva della 
secante, la cui posizione limite è rappresentata dalla tangente sud- 
detta (Capitolo ottavo}. È evidente intanto che ove ciò avvenisse, 
per quanto si restringesse l'intervallo e si applicasse il metodo delle 
due tangenti, non si arriverebbe giammai a decidere la questione; 
ma è evidente eziandio che reciprocamente la non riuscita di questo 
metodo può provenire dall'essere effettivamente l'asse x tangente 
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all'arco della f{x), od ài non aver spinta sufficientemente innanzi 
l'approssimazione. Occorrono qui adunque delle considerazioni par- 
ticolari, che risolvano la difficoltà. — Se l'arco della f{x) tocca l'asse, 
l'ascissa del punto di tangenza, oltre all'annullare /(#); annulla 
anche"/' {x), giacché questo non è altro, se non che un caso parti- 
colare di tangente alla curva f{x) parallela all'asse x: ossia se si 
costruiscono gli archi delle linee f{x) ed /' (x) nell'intervallo, esiste 
nel medesimo un punto comune all' asse x, all' arco della /' (x) e a 
quello della f{x). Ora perchè f(x) ed /' (x) si seghino nell'inter- 
vallo è necessario, che la condizione di coesistenza delle due equa- 
zioni 

./(*) = 0, f'(x)=o, 
ossia la 

che si chiamerà equazione ausiliaria, abbia una radice reale com- 
presa fra i limiti dell'intervallo medesimo. — Si cerchi quindi se 
questa .radice reale p' dell'equazione ausiliaria 

W(x) = 

esista difatti; si rimiti, se esìste, fra due numeri vicinissimi r* ed R'; 
se r 1 ed,J?, posti invece di x in/' {x), condurranno a due risultati 

di segno contrario, p' sarà radice di /' (x) = o e radice ripetuta due ' 
volle di f(x) = o; ciò almeno entro la cerchia dell'approssimazione, 
alla quale si sarà spinto il calcolo. 

Nel caso attuale si formi perciò l' equazione ausiliaria : 

o '— x* — 8 x* -f- 1 2 x* + 8 x — 4; 
si trova 

W (2,70) =7(2,70) — /' (2,70) = 0,760 1 

7 (2.75) =/(2,7S) — /' (2,75) = — 0.433 593 75 ■ 

Nell'intervallo (2,70 ... 2,75) è compresa una ed una sola radice 
della proposta. Da questo intervallo si passa all' altro (2,73 . . . 2,74), 
giacché 

j * (2,73) = + 0,049 182 41 

( w(2,74)= — 0,19133424. 
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Per spingere innanzi l'approssimazione si vedrà che il metodo espo- 
sto nel capitolo precedente è applicabile all'esempio attuale, che si 
deve scegliere per primo limite il maggiore e che' si ha : ' 



V 




V (2,74) = 


— 24 


,139104- 


Può scriversi 


quindi : 










t>- 2,74 i 


1 


— 2,73; 




T(ri 


= — 0,19133424 


; *'i 


;X) = -f- 0,049 182 41 ; 






„i"(ri = - 


-24,1 


39 >°4i 


donde 














O.IQI 

li, = 2,74 — 

24,1 


334- 
39 •■ 


— = 2,73208... 






■ o,. 


349.. 






*■ 2 ' 73 + 24, 


■ 39. 


2,73203 . . . 


Partendo 


ora 


dall'intervallo 







(2,7320.:. 2,7321), 

per cui si trova: 

Ut = 2.7321 ; >■ = 2,7320 ; 

T(|a,) = — 0,0011806396044319; ¥(>,)=- o.ooi 219 358 976^ 
w'(fi,) = — 24,000864251356; 
si ottiene: 

0,00118 ... 

Ji, = 2,7321 : = 2,732OSO809; 

r " - 24,000... " 

O.OOI 21 „ 

\ = 2,7320 + ^ = 2,732 050 804 : 

cosicché, arrestandosi a questo punto, può dirsi che gli archi della 
f[x) e della /' {x) nell'intervallo si segano in un punto dell'asse x 
la cui ascissa p è definita dalla limitazione 

2,732 050 80 < p < 2,732 05081. 
Sostituendo questi due limiti in /' (*■) si trova: 

/' (2,73205080) = — 0,000 000 181 163 .. .; 
/' (2,732 050 81) = + 0,000000058346. . .; 
talché ne; limiti delle approssimazioni ottenute 
p = 2,7320508; 
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è radice di 

/'(x) = o, 
■e Io è due volte di 

/W-o. 

Quanto ha luogo nell'esempio precedente è un caso partico- 
lare di ciò che insegna il seguente teorema: 

— Se l'equazione ottenuta uguagliando a zero uno qualsiasi 
dei polinomi 

/(*>. /'(*). /"(*).••• . . 

fer esempio f" (x), ammette « radici uguali tutte fra loro e cia- 
scheduna a p, le equazioni: 

/»+"M = °; 

/»+»(*) = ° 

ottenute ugualmente a zero i polinomi successivi ad /"" {x) ammet- 
tane rispettivamente: 

n — i . radici tutte uguali fra loro e ciascheduna a p ; 
n — 2 radici tutte uguali fra loro e ciascheduna a p ; 
n — 3 radici tutte uguali fra loro e ciascheduna a p ; 
■ecc. 

Infatti i polinomi 

/'"(*>, /" + ",wr /"+»(*).•■■ 

possono indicarsi rispettivamente con 

Ora, siccome l'equazione 

ammette per ipotesi n radici, di cui ciascheduna uguale a p, cosi 
<p (x), diviso per {x~ — p}" conduce ad un quoziente intiero <J* (*■), e 
si ha: 

Se in questa identità ad x si sostituisce z -\- H, dove z ed H sono 
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•due variabili, sì ottiene: 

9 (» + #) = [(»-?) +//]■. + (»+#); 

■ ?M+y?'M + ... 

=[(* -p)- +7 « (* - p)— + • • •] [i W +" V W + • • •]; 

?■(»)+—?'(*) + •■• . 
-(.-P)-tM+ T '["( , -( | )"" , tW+(»-pr-fM] + -.-i 

-dove, è da notarsi, che tutti i termini seguenti , tanto nel primo 
quanto nel secondo membro, contengono pdtenze di H superiori 
alla prima. ■ , 

Siccome questa identità sussiste qualunque sia IT, cosi è ne- 
cessario per quanto si dimostrò altra volta che sieno rispettivamente 1 
identici i coefficienti della stessa potenza di H in un membro e 

nell'altro ; e quindi, considerando solamente i coefficienti di — , che sia 

9' (») = .'(* -p)— ♦<«) + (* -p)-f (.).' - 

Talché la prima derivata di <p (e) è 

9 '(»)=»(,- f )-'t(») + («-p)-f («); 

»'W-(.-ri~'[«tW + (»-f>fW]; 

■e siccome z è una variabile e può sostituirsi colla consueta lettera x, 

i W = (r- p)<"» [»«*) + (r - p) f (*)]: 

9' (ar) ammette cioè « — i fattori uguali fra loro ed a *■ — p ; e non 
ne può ammettere di più, giacché i|»(r) non è divisibile per x — f>: 
perciò l'equazione 

t (*) — o 
ha a — i radici uguali tutte fra loro e ciascheduna a p. — È inu- 
tile proseguire, giacché <$" (x) deducesi da tp' (x) precisamente nello 
stesso modo in cui 9' \x) deducesi da 9 (x), e quindi 

?" (*) =t 

ammette necessariamente n — 2 radici uguali tutte fra loro e cia- 
scheduna a p, ecc.; il che è quanto dovevasi dimostrare. 
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Si osservi qui che il risultato 

t'M-(*-P)-'MM + (x-f)«|/W], 

ottenuto ora da 

?(*) = (* — Pi" <K*). 

non avrebbe mutato, quando si fosse considerato il polinomio 

? (,) = (,-,)-. tw+c 

dove C rappresenta un numero indipendente da .r; un polinomio per- 
ciò che non ammette come fattore [x — p)" e nemmeno una potenza 
meno elevata qualsiasi di *r — p. Dunque, se uno qualsiasi dei po- 
linomi 

/(*), /(*), /"W 

ammette n — i fattori uguali a x — p, il precedente non ne am- 
mette assolutamente n; può ammetterne n e può non ammetterne al- 
cuno. 

s Ora se, in un caso numerico particolare, studiando cól metodo 
. dell' ultimo esempio trattato due polinomi successivi, come per esem- 
pio f ,a >(x) e/ ,,+ "(*-), si troverà che delle due equazioni risultanti 

j /<*>(*) = ■ 

la prima ammette due volte e la seconda una volta la radice p per 
cui vale la limitazione 

r<?<R, 
rimarrà dubbio se le equazioni 

/*-»(*) = o, 

/'*-•> (x) = 0, 



ottenute uguagliando a zero i polinomi precedenti, ammettano o no 
- rispettivamente 3, 4, . . . radici uguali a p. Per risolvere la difficoltà 
sarà criterio sufficiente, entro la cerchia delle approssimazioni of- 
ferte dalla limitazione 

r<?<R, 

che per x = r ed J? i due risultati /'*"" abbiano segno opposto; i 
due 1 /* - * segno uguale; i due /<*- 8 > segno opposto, ecc.; giacché 
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pel teorema generale dimostrato jdianzi, se uno di questi polinomi ha 
un numero pari di radici uguali tutte fra loro e ciascheduna a p, 
il successivo od il precedente ne ha un numero dispari. 
Può darsi finalmente, che nella, serie dì relazioni 

. ' o-/(»)=/' (*)=/"(*)«.:.. 

esìstano più gruppi staccati, ciascheduno formato con alcune equa- 
zioni successive, alle quali tutte convenga una o più volte la stessa 
radice p. In forza di quanto precede tale caso potrà ricondursi al- 
l'altro più semplice di due o più equazioni staccate 

f™{x) = o, f<v{x)=o... 

ciascheduna delle quali ammette una sol volta la radice' p. Allora 
l' isolamento non riesce e , sarà abbastanza assicurata l' esistenza dì 
questa radice comune alle equazioni staccate, quando pei limiti suf- 
ficientemente ristretti, r, R di u n certo intervallo i due risultati /**, 
i due risultati /*, ecc., siano rispettivamente di segno contrario. 

È chiaro il concetto geometrico che deve formarsi lo studioso, 
quando nella serie 

/W. /'(*). /"(*)-■■■ 

si presentino tre polinomi successivi 

dei quali l'ultimo sia annullato da un numero p; il penultimo da 
due numeri uguali fra loro e ciascheduno a p ed il primo dia risul-- 
tati di segno contrario pei limiti fra i quali tale numero p è compreso. 
— Intanto f (r+1) (x) sega l'asse (fig. 33) in un punto la cui ascissa è 
. uguale a quella del punto, in cui la lùtea precedente /<* + 1 » (x) tocca 
l'asse; di più a questa ascissa medesima corrisponde nell'altra linea 
/ <rl un punto di inflessione, pel quale la tangente, /, è parallela al- 
l'asse x giacché/"" 1 ' ed / tJ "*'' ) per quell'ascissa risultano uguali a zero f 
Ora affinchè pei limiti, fra i quali è compresa l'ascissa comune,/"" 
abbia- segno contrario, come sì suppone, non è necessario che la 
tangente t si confonda coli' asse j, ma è sufficiente che essa sìa 
parallela a questo; ciò però fino a quando la limitazione assunta 
per p sia abbastanza lata, giacché quando questa venga sufficiente- 
mente ristretta, 

- :■ '<P<* 
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e si trovino pur tuttavia i riaultati/" ) (#-) ed / '" (R) di segno contra- 
rio, per certo, nel lìmite delle approssimazioni ammesse, dovrà dirsi 
che § = o, che / coincide con x e che nel punto di ascissa p e di 
ordinata zero si confondono,' il punto in cui / ( * +,, (*) sega l'asse; — 
quello in cui /'*+" (x) tocca l'asse; — l'inflessione di /'*> (x). 




Analogamente si vede che nel caso di quattro polinomi sue- 
cessivi 

/»-"(*), /•-■«, /<-»(*}, /»(** 

l'ultimo dei quali ammette una volta, il penultimo, due volte la ra- 
dice p, per la quale vale la limitazione 

il secondo dà i risultati: 

di segno opposto; il primo i risultati 

uoira,, Google 



dello stesso segno; — entro la cerchia delle approssimazioni indi- 
cate da 

nel punto di ascissa p coincidono un punto di sezione di f' rì [x) ; 
un punto di 'tangenza di/ 1 """ (x); un punto di. inflessione e tan- 
genza di f l *+*> (x) ; due punti di inflessione e di tangenza di /"+'> (*), 
Ecc. 

Per esempio, la linea 

., =(»+*)■•+', 

dove k è un -numero qualsiasi ed s un numero intiero e positivo, si 
compone di due rami tangenti l' un l'altro ed entrambi all'asse- x 
nel punto di ascissa — k, in cui si trovano confusi tutti i punti di tan- 
gente parallela ad *■ e tutte le inflessioni: tali rami si allontanano in- 
definitamente, l'uno nel senso delle y positive, l'altro in quelle 
delle negative, ecc. 

Del pari la curva 

■■ ' r-'<?+*F 

si compone di una ondulazione sola che tocca l'asse x nel punto di 
ascissa — k, ecc. 

Concludendo, i problemi della separazione, dell' isolamento e 
delle limitazioni successive delle radici sono stati risolti per tutti i 
casi: entro la cerchia di quell'approssimazione numerica che si vuo- 
le , si sanno pertanto trovare tutti i numeri reali che soddisfano alla 
equazione 

- /(*)-0. 

— Se avverrà per caso che la medesima abbia radici reali in- 
tiere, queste si manifesteranno nei calcoli; se ne avrà delle frazionarie, 
se ne troverà l' espressione, esatta o almeno tanto approssimata quanto 
si vorrà. — Anche il caso delle radici uguali, che è del resto affatto 
eccezionale, si manifesterà da sé nella non riuscita del metodo di 
separazione, e l'uso della equazione ausiliaria proposta permetterà, 
di discuterlo completamente. - 
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